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d次元ガスケット上の自己回避経路のくりこみ群解析

服 部 哲 弥　（東北大学大学院理学研究科）

０．序．

くりこみ群の数学的可能性ということについてはいろいろな模型で試してきた

[34, 29, 30, 31, 32, 42, 37, 43, 6, 7, 17, 26]し，まだこれからも試したいし [20]，こ

の先も新しい題材を求めるつもり [40]だが，ここでは d次元ガスケット上の自己

回避経路 (self-avoiding path)のくりこみ群による解析 [34, 27, 25, 39, 28, 41, 38]

という，1つの問題に絞って話をしたい．

背景にあるテーマは無限自由度系の数学的解析手段としてのくりこみ群の可能

性である．くりこみ群は 20世紀後半に理論物理学において分野横断的な大きな

テーマとして活発に研究された．とりわけ平衡系統計力学における臨界現象と場

の量子論の高エネルギーでの漸近的性質に関しては理論物理学として大きな成功

を収めた [63]．前者は分子が多数集まってできた結晶の大きさ（スケール）の現

象なのに対して，後者は分子を構成する原子のそのまた内部構造という極微のス

ケールの現象であることは特記に値する．全く別のスケールに属する，自然現象

として無関係な両者が，くりこみ群の理論によって統一的に理解できることは，

背後に普遍的な新しい数学があることを期待させ，たとえば連続極限による場の

量子論の数学的構成という数理物理学の研究テーマに大きな道を開いた．

無限自由度の系を解析する手段としてのくりこみ群の可能性には数学的に大き

な関心が寄せられたと思う．しかし，くりこみ群は，理論物理学的成功とは裏腹

に，数学的解析となるとたちまち難しい話になる．たとえば隣接相互作用の Ising

模型やφ4模型のような，強磁性的な結晶の統計力学模型という，もっとも基礎的

とされる模型においてすら，弱結合領域と呼ばれるガウス分布に極めて近い場合し

か分かっていない [13, 15, 16, 19, 23]．隣接相互作用ではなく階層型 (hierarchical)

と呼ばれる，「くりこみ群に向いた」フラクタル構造的な相互作用を与えたときに

もう少し踏み込んだ問題についての知見が得られている [12, 14, 48, 49, 20, 44]

が，数学としてのくりこみ群は，その存在自体が未解決のまま 21世紀に持ち越

されたと言うのが正しいだろう．

くりこみ群とは，精度のスケール変換に対する系の応答を表現する力学系であ

る（もちろん数学的に存在が分かっていないから，この『定義』はまだ ill-defined

である）．そのような数学に今世紀半ばまでに手が届くが，前世紀にはその数学

的本質には達していなかった，というのが筆者の信じるところである [34, 35]．こ

の認識の下に，くりこみ群に向いているという意味でできうる限りやさしい，し
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かし既存の洗練された数学的手法が使えないという意味で未解決な模型におい

て，くりこみ群の数学的可能性と数学的難しさの由来を探ろうというのが，d次

元ガスケット上の自己回避経路のくりこみ群解析の背景にある目的である．（この

ようなアプローチが王道であるという主張をするものではない．フラクタル上の

確率過程論の研究の主流は既存の数学と調和して大発展を遂げたマルコフ過程の

研究である．これに関しては，初期の文献の一部を挙げると [1, 2, 3, 4, 5, 8, 18,

45, 51, 53, 54, 55, 56, 58, 59, 62]などがあり，その後の発展についてはたとえば

[46, 50, 57]の参考文献等を参照いただきたい．）

理論物理学としての成功と数学としての困難が共存する理由を研究の過程で探

してきた．たとえばくりこみ群の『定義』の冒頭の「精度のスケール変換」は筆

者の造語である．単に「スケール変換」と書かれることが多いと感じるが，そこ

に系のダイナミクスが非自明に反映されることを強調する必要を感じた．また，

この『定義』はパラメータ空間への翻訳がなぜ有効かが見えない．これについて

は，適切な不変部分集合上のすなおな力学系によって記述することで，元の系の

漸近的性質を調べると付け加えたい，と思うようになってきた．

次節で「精度のスケール変換」について，1次元ランダムウォークの連続極限

による 1次元ブラウン運動の F. Knightによる構成方法 [47]に即して説明する．

次々節で d次元ガスケットとその上の自己回避経路を定義し，「くりこみ群の軌道

がすなおであれば自己回避経路の漸近的性質が分かる」という定理を述べる．最

後の節でこのくりこみ群の流れの「すなおさ」の証明がくりこみ群の本質的な難

しさの一つであることを，ある自己回避経路のくりこみ写像を一般化した写像の

固定点の唯一存在に関する最近の結果 [38] を紹介することで示唆したい．

この節の最後に応用数学分科会でのこの講演の位置づけについて蛇足を加える．

数学の研究と自然現象の理解や社会活動との関わりを考えると，数学の自立的

な発展の成果を人類の活動に応用する方向もあるし，逆に自然現象や社会活動の

説明の過程で新しい数学的構造の抽出に成功して数学の深化・発展に寄与すると

いう方向もあるだろう．「数学的解析手段としてのくりこみ群の可能性」は後者に

属する．また，ここで扱う問題は論文や本として発表する他に 1998年以来 10年

近くwebでも公開してきた [36]．非力の及ぶ範囲であらゆる媒体を通して世に問

うことで，才に秀でた数学者が気づいて完成してくれることを期待していたが，

結局自分で研究を続けるしかなかった．くりこみ群は理論物理学という数学に近

い分野からの問題発信であり，深い数学的内容があるという多くの数学者や数理

物理学者の確信があったと思うが，そのような「数学向き」の題材においても数

学と「応用」との研究上の距離は遠いように思える．

学際分野に研究人生を賭ける者は，両側の分野への貢献の内容について意識を

持ち，また，分野の間には広い砂漠が広がることを覚悟する必要があると思う．
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１．1次元ブラウン運動のくりこみ群による構成．

1次元ブラウン運動（ウィーナー過程）とは，適当な（十分広い）確率空間 (Ω,F , P)

上の確率変数（可測関数）の 1パラメータ（時刻変数）の族B(t) : Ω → R, t � 0,

であって，任意の有限個の時刻列 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tnに対して確率変数

の組 {B(tk+1)−B(tk) | k = 0, 1, 2, · · · , n− 1}が独立で，任意の t > sに対して確

率変数B(t) − B(s)が平均 0分散 t − sの t − sだけで決まる分布に従い，各標本

ω ∈ Ωについて tの関数 t �→ B(t)(ω)として連続関数であるものを言うのであっ

た．（最後の 2条件からB(t)−B(s)の分布は正規分布N(0, t− s)に定まるが，以

下では重要ではない．なお，この予稿（講演）を通じて，断らない限り，確率過

程または確率連鎖と言うときは出発点を原点 (B(0) = 0) とする．また，確率論

の習慣で確率空間の変数（標本を指定する変数）ωは以下省略することがある．）

ブラウン運動B(·)が整数点を通る時刻（確率変数）を T
(0)
i , i = 0, 1, 2, · · ·, と

おく．ただし，同じ整数点を続けて通った場合は最初の 1つのみ残す．つまり，

T
(0)
0 = 0とし，i = 0, 1, 2, · · · に対して帰納的に

T
(0)
i+1(ω) = inf{t > T

(0)
i (ω) | B(t)(ω) ∈ Z \ {B(T

(0)
i (ω))(ω)}}

によって定義する．ブラウン運動が連続なおかげで，時刻 T
(0)
i でブラウン運動の

位置をサンプリングしてそれを並べて得られる確率連鎖（確率変数の列）W
(0)
i =

B(T
(0)
i ), i = 0, 1, 2, · · ·, が 1歩ごとに必ず隣に移る (|W (0)

i+1 − W
(0)
i | = 1)．1次元

ブラウン運動は確率 1でいずれ際限なく遠くの点まで達するので，確率連鎖W (0)

は途中で止まることはなく，対称性から 1歩ごとに左右の隣の点に確率 1/2ずつ

で移り，ブラウン運動の増分の独立性から各 1歩は過去の履歴によらない（マル

コフ性）．つまり，W (0)は単純ランダムウォークである．

ところで，整数点の代わりに半整数点
1

2
Zでサンプリングしても全く同じ議論

が成り立ち，歩幅が 1/2の単純ランダムウォークW (1)が得られる．しかも，B,

W (1), W (0)はサンプリングに関して整合的である．つまり，T
(0)
i+1の帰納的定義を

T
(0)
i+1(ω) = inf{j > T

(0)
i (ω) | W

(1)
j (ω) ∈ Z \ {W (1)

T
(0)
i (ω)

(ω)}}

と書き換えても同値である．同様に，任意の非負整数 nに対して歩幅 2−nの単純

ランダムウォークW (n)とサンプリングの時刻（確率変数）列 {T (n)
i }が同様に得

られて，それらの間に整合性がある．

確率測度（確率変数，今は確率連鎖）の列に整合性があると極限測度が構成で

きる（Kolomogorovの拡張定理）．この数学的呪文を紐解くと，歩幅の大きい（粗

い）ランダムウォークに細かい構造（「ぎざぎざ」）を逐次加えて最終的に連続関

数を標本に持つブラウン運動に至る（関数空間上の確率測度が定義できるように，

逐次加える「ぎざぎざ」の確率を整合的に定められる）ということである．具体

的に，歩幅 2−n−1のW (n+1)からサンプリングして歩幅 2−nのW (n)を得るとき，
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切り捨てた構造（「ぎざぎざ」）は次のようになる．1本の標本経路W
(0)
· (ω)の最

初の 1歩に注目して，対応するブラウン運動の時間幅 [0, T
(0)
1 (ω)]の間に 1段階細

かいW
(1)
· (ω)がどれだけ動いたかを考える．どちらでも同様なので仮にW

(0)
1 = 1

とすると，この期間について B は原点 0以外の整数点を通らないからW (1)は，

{0,±1

2
}を 0回以上行ったり来たりしたのち最後に 0, 1/2, 1と 2歩かけて 1に達

する．つまり，サンプリングの空間的精度を半分に粗くしたとき失われる情報は

w = {0, [±1

2
, 0,の 0回以上のくり返し],

1

2
, 1}

という形の経路である．最初の 1歩ではなく任意の i歩目でも同様の結論を得る

し，歩幅の細かさの尺度 n（これを精度のスケールと呼ぶことにする）を変えて

も同様の結論を得る．このギザギザは偶数歩になるが，L = 2k + 2歩の特定の形

が生じる確率は 2−2k−1である（ランダムウォークは 1歩あたり確率 1/2で左右ど

ちらに行くか決まるので 2−2k−2を得るが，W
(0)
1 = 1，つまり−1より先に 1に至

る条件付けをしたので 2倍する）．この確率に従って親玉のランダムウォークの

各 1歩を歩幅半分の細かいギザギザに置き換える，ということを帰納的に繰り返

すと，整合条件から，極限測度を得る．

極限の標本経路はどうなるか？作り方から空間的には精度のスケール nを変え

たときの誤差は nが大きくなると急速に小さくなるので，標本ごとに（ランダム

ウォークの 1歩をたとえば線形内挿して時間について連続関数とすることで）連

続関数の空間の列として一様収束が言える期待が生じる．もちろん，粗い経路の

1歩を 2歩以上の「ギザギザ」で置き換えるので，1歩の時間を nとともに短く

しなければいけない．速すぎると極限は一瞬で無限の彼方に飛び，遅すぎると動

き出せないから，意味のある極限を得るための時間のスケールは系のダイナミク

スから決まる．1歩あたり 1スケールあたり追加すべきギザギザの平均歩数は粗

くしたとき失われる平均歩数に等しいから，上で与えた確率から

∑

k�0

(2k + 2)2k2−2k−1 = 4

と決まる（2k + 2歩のギザギザは±1

2
の選び方が 2kあることに注意）．平均より

はるかに長いギザギザもあることが心配だが，独立性から大数の法則のおかげで

（詳しく言えば分枝過程の極限定理から）t �→ W
(n)
4nt (ω)が（確率 1で）収束する．

以上の，ブラウン運動のランダムウォークからの構成方法は [47]にさかのぼる．

（精度のスケール変換は [47]によれば指導教授のW. FellerおよびH. Trotterから

の伝授となっており，古くから数学で知られていたことが分かる．）

F. Knight以降半世紀近く，精度のスケール変換によって新しい確率過程を発

見・構成しようという発想は無かったようである．ブラウン運動が対称性があま

りに良いため，精度のスケール変換のパラメータ空間への投影という視点が隠れ
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ていたためではないかと疑う．このことを説明するために，上に与えた 1スケー

ルあたり 1歩あたり追加するギザギザの歩数の母関数

Φ(x) =
∑

w

xL(w) =
∑

k�0

2kx2k+2 =
x2

1 − 2x2

を考える．この問題に関しては仰々しすぎるが，Φはパラメータ空間R+上の力

学系を定める．これがKnightの構成方法に対応するくりこみ群である．確率の

情報を入れずに 2k + 2歩のギザギザが 2k本あるという「場合の数」の情報だけ

を用いたが，Φの正の固定点 xf (Φ(xf ) = xf > 0) はただ一つ定まり xf =
1

2
とな

るので，パラメータ xをその周りで reparametrizeすることで，

Φ(xfe
t)

Φ(xf )
=

∑

k�0

2−k−1e(2k+2)t = E[ eLt ]

となって，単純ランダムウォークの確率に基づく歩数の分布の母関数になる．こ

うしてくりこみ群が対応する確率過程の全情報を持つことが分かる．

さて，u � 0に対して Φu(x) =
x2

1 − 2u2x2
とおくと，単純ランダムウォークの

くりこみ群は u = 1の場合であるが，一般の u > 0に対応して，全く同様の方法

で連続極限をとることができて，極限確率過程はブラウン運動と同様にいくらで

も細かいギザギザを持った連続確率過程になることが証明できる [17]「ギザギザ」

の平均歩数（精度のスケールを 1変えるときに要する平均歩数増大度）は，ブラ

ウン運動のときの議論と見比べると，くりこみ群の固定点での微分 λu = Φ′
u(xf)

で与えられるので，W
(u,n)
λn

ut の極限が存在することが分かる．極限確率過程のギザ

ギザの度合いは時間スケールの取り方から自動的に決まる．極限B(u)が存在する

ので 2B(u)(t)とB(u)(λt)の分布が等しいから，νu =
log 2

log λ
とおくとき，t時間後の

典型的な変位が x ≈ tνu のように振る舞うことが予想できる．変位の指数 νuが u

に関して連続になることに注意．ブラウン運動の ν1 = 1/2はよく知られている．

この確率過程の族は u = 0のとき等速度直線運動，大げさに言うと 1次元の自

己回避過程に対応する．0 � u � 1の族は，1次元自己回避過程と 1次元ブラウン

運動を指数の意味で連続に内挿する自己抑制過程 (self-repelling process)になる．

そのような確率過程の族は [9, 10, 61]などによって研究されていたが，νuを連続

的に内挿するものは見つかっていなかった．確率過程ではなく対応するくりこみ

群を第一原理としたことが成功の本質である．実際，得られた確率連鎖の確率を

あらわに計算すると複雑になる [17]．（それゆえ未発見だったのかもしれない．）

くりこみ群による確率過程の構成については，Φは事実上自由に選べる．

定理 [17, 34]．Path長の（非負重み付き）母関数Φ(x) =

∞∑

k=2

ckx
kが以下を満た

すとする：収束半径が正，c2 > 0，少なくとも 1つの k � 3に対して ck > 0．こ
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のとき，上述の精度のスケール変換による対応によって，細かいギザギザを持つ

連続確率過程が構成できる（存在が証明される）． �

また，くりこみ群の固定点での微分 λ = Φ′(xf)から得られる指数 ν =
log 2

log λ
が，

確率過程のギザギザの度合いや確率過程および確率連鎖の漸近的な振る舞いを表

すことを上では直感的に説明したが，たとえば重複対数の法則の一般化の意味で

このことを数学的に正当化・精密化できる [17, 34]．

２．d次元ガスケット上の自己回避経路．

前節で精度のスケール変換のパラメータ空間への投影としてのくりこみ群の例を

紹介したが，そこでは力学系としてのくりこみ群軌道としては固定点直上だけを

（正確にはくりこみ写像の微分が効くという意味で固定点の近傍を）見ていた．本

節ではくりこみ群の軌道の「大局的にすなおな振る舞い」が重要になる例として，

プレ d次元ガスケット（以後 dSGと略記）上の自己回避連鎖（self-avoiding path，

以後 SAPと略記）の話に転じる．

上向き単位正三角形 3個を頂点で輪っか状につないで 1辺 2の上向き正三角形

（に，単位正三角形 3個の内部構造を入れたもの）F1を作る．この操作を帰納的

に繰り返してできる無限図形を 2SG (pre-Sierpiński gasket) と言う．式で書けば，

O = (0, 0), a = (1
2
,
√

3
2

), b = (1, 0), とおき，三角形 Oab の辺と頂点上の点の集合

を F0 とおく．F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · を帰納的に，

Fn+1 = Fn ∪ (Fn + 2na) ∪ (Fn + 2nb), n = 0, 1, 2, · · · ,

で定義する． Fn たちを有限 pre-Sierpiński gasketと呼び，F =

∞⋃

n=0

Fn を (無

限)pre-Sierpiński gasket と呼ぶ．ここではネットワークとしてのプレガスケット，

つまり，各単位三角形の頂点と辺たち，に注目する．平面内の正三角形 3個で大

きい正三角形を作る代わりに空間内の正 4面体 4個で大きい正 4面体を再帰的に

作れば 3SGを得る．同様にR
d内の正 d + 1面体に基づいて作られるネットワー

クとして dSGを得る．

dSG上の歩数 kの経路は dSGの各単位単体の頂点を集めた集合からとった点列

w0 = O, w1, w2, · · · , wkであって，各「i歩目」(wi−1, wi)がどれかの単位単体のど

れかの辺になっているものを言い，自己回避経路 (SAP)は，経路であって i �= j

ならば wi �= wj となるもの，つまり一度通った点は二度と通らない経路を言う．

SAPは（フラクタル上に限らず d次元格子Z
d上でも）random walk やBrown運

動に比べて難しい．過去に通った点は通らないという制約条件がそれまでの経路

全体に依存するためである．（確率過程の言葉で言えばマルコフ性を欠くからであ

る．）また dSGは Z
dのような空間的な一様性もないので，dSG上の SAPの問題

は，既存の強力な解析的手法がことごとく使えない．既存の数学と相性の悪い問

題によってくりこみ群解析の可能性を調べることがこの問題を考える動機である．
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さて，無数に細かいギザギザを持つ連続極限確率過程の構成（存在証明）なら

ば前節のようにくりこみ群の固定点近傍の情報だけで可能であり [25]，その詳細

な性質も分かる部分がある [24]．ここでは，力学系としてのくりこみ群の大局的

な軌道解析を要する問題として，dSG上の（原点を出発点とする）k歩の SAP

の上の一様分布（k歩の SAPがNk本あるとき，形状に無関係に 1本あたり確率

1/Nkとおいて得られる確率測度）Pkの列 (k = 1, 2, · · ·)に基づく変位の指数を取
り上げる．ここで各 kに対して k歩の経路の集合上の確率測度 Pkが定義されて

いるとき {Pk}の変位の指数が νであるとは，Pkに関する期待値を Ekと書くと

き（つまり経路に関する単純平均の意味で）

lim
k→∞

(log k)−1 log Ek[ |wk|s ] = sν, s > 0,

が成り立つことを言うことにする．| · |は経路が埋め込まれている空間R
d におけ

る始点w0 = Oと終点wkのユークリッド距離にとる．直感的には k歩でO(kν)程

度の範囲にばらつく，ということである．（その意味で前節で直感的に書いた指数

νと同じ意味であり，また，一般化した重複対数の法則の指数 νにも等しい．）

この節の議論は上で定義した dSG上の SAPについて同様に成り立つが，以下

では説明を短くするために，制限された SAP（dSG上の rSAP）を導入して結果

を rSAPに即して書く．原点を出発する dSG上の SAPのうちで，各単位単体と

の共通部分はその単体の辺の和だが，そのどの 2つの辺も共有点を持たないもの，

言い換えると，ある単体の辺を通ったら 1歩で必ずその単体から外に出る，とい

う条件を満たすものを rSAPと呼ぶ．一度外に出てから再びその単体を通ること

は SAPの条件を満たす限り制限しない．dSGではn = [d+1
2

]（[·]はガウスの記号）
回 1つの単位単体を通りうる．くりこみ群の描像から rSAPと SAPの変位の指数

は等しいと予想されていて，d = 2, 3では実際にそのことを証明して SAPの指数

を rSAPの指数に帰着して変位の指数 νの存在と値の決定を解決した [27, 28]．

前節と同様に，1辺の長さ 2の単体 F1の最も外側の d + 1個の頂点の通り方を

指定（前節の粗い経路の 1歩に対応）したとき，1スケール細かい構造（F1を構

成する d + 1個の単位単体）の通り方（「ギザギザ」）を調べる（精度のスケール

変換）．単純ランダムウォークとは異なって，dSG上の rSAPのくりこみ群は一

般には 1変数では recursionが閉じないのでパラメータ空間の取り方が問題にな

る．rSAPの場合は経路（または経路の組）wが j個の辺を通る単位単体の個数

（d+1個中の）を sj(w)と書くとき，(s1(w), · · · , sn(w)) (n = [d+1
2

])の結合母関数

Φi(�x) =
∑

w∈Wr,i

n∏

j=1

x
sj(w)
j , i = 1, · · · , n, �x = (x1, · · · , xn),

の組 �Φ = (Φ1, · · ·Φn) : R+
n → R+

n の定める力学系がくりこみ群となる．ここ

で各 iに対してWr,iは，F1の外側の頂点を両端点とする互いに共有点を持たない
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i本の rSAPたちの組の集合である．（これが一段粗いスケールの単位単体の通り

方を指定することになって，�Φによる recursionが定義できる．）

前節の議論を拡張すると，くりこみ群のパラメータを適当に選んで考察の対象

としている確率測度に基づく歩数の母関数を得ることで，くりこみ群の結果が経

路の漸近的性質という元の問題に翻訳される．前節ではくりこみ群の固定点の周

りで考えることが自然に単純ランダムウォークに対応する確率測度を考えること

になったが，変位の指数は経路の長さを固定したときの一様分布 Pkを考えるの

で，一般には固定点には対応しない．経路の長さL = s1 + 2s2 + · · ·+ nsnの母関

数を考える必要があるが，それはくりこみ群において変数 �x = (x1, · · · , xn)を

�x = �x(β) = (eβ, · · · , enβ), β ∈ R,

とおくことを意味する．言い換えると，この式でパラメータ表示された R+
n内

の曲線を出発点にとることが rSAP上の一様分布 Pkの情報を与える．この，く

りこみ群の出発点の集合（曲線）を理論物理学ではcanonical surfaceと呼ぶ．

Canonical surface上の点を初期値とするくりこみ群の軌道�Φm(�x(β)), m = 1, 2, · · ·,
の漸近的振る舞いが大きいスケールの（したがって長い経路の）漸近的性質を定

める．この軌道がある不変部分集合に含まれることは重要である．

命題 [28, 41, 34]．くりこみ群のパラメータ空間R+
nの部分集合

Ξn = {(x1, · · · , xn) ∈ R+
n | xi+j � xixj , 1 � i, j, i + j � n}

は canonical surfaceを境界に含むくりこみ写像 �Φの不変部分集合である． �

さて，もし，canonical surface上の点 β = βc（理論物理学でいうところの臨界

点，critical point）があって，そこを出発点とするくりこみ群の軌道が �Φの全

成分正の固定点 �xf に収束する ( lim
m→∞

�Φm(�x(βc)) = �xf ) ならば，前節と同様にこの

軌道の周りにパラメータを取り直してそれを歩数分布の母関数として調べること

で，rSAP上の一様分布 Pkに関する期待値Ekに基づく経路の漸近的性質を得る．

定理 [41, 34]．(1) �xf ∈ Ξn \ {�0}なる �Φの固定点 �xf が存在する．（rSAPの場合，

このとき �xf の全成分が正になる．）

(2) さらに次の (i)(ii)が成り立つことを仮定する．

(i) �xf での �Φのヤコビ行列は対角化可能で絶対値最大の固有値 λ以外の固有値は

絶対値 1未満である．（rSAPの場合ペロン行列になるので λはただ 1つ決まり，

λ > 2も分かる．）

(ii) (i)を満たす �xf をくりこみ群の軌道の極限点とする臨界点 �x(βc)が canonical

surface上に存在する： lim
m→∞

�Φm(�x(βc)) = �xf．

このとき，dSG上の rSAPの変位の指数が存在して ν =
log 2

log λ
で与えられる．�
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Self-avoiding pathの漸近的性質という確率連鎖の問題をくりこみ群の大局的軌

道解析という力学系の問題に帰着したことになる．さらに，漸近的性質（ギザギ

ザの度合い）を決める指数 νが，くりこみ群の固定点におけるヤコビ行列の最大

固有値 λとして自然にとらえられる．

３．非負係数多項式が定義する写像の固定点の唯一性問題．

前節最後の定理は標語的には『大局的な軌道がすなおならばくりこみ群解析は

成功する』と書ける．理論物理学におけるくりこみ群の「成功」は多くの場合固

定点近傍の解析の成功に過ぎず，大局的な収束軌道の存在は「物理的直感」にゆ

だねているようにみえる．たとえば 4次元 Ising模型を canonical surfaceとするく

りこみ群が正規分布に対応する固定点に収束する臨界軌道を持つかという問題は

「強結合 φ4理論の自明性」と伝統的に呼ばれてきた場の量子論の数学の基礎的な

大問題（のくりこみ群による一つの表現）だが，くりこみ群に向いた hierarchical

型相互作用の場合ですらその厳密証明にはいまのところ計算機支援の多重精度厳

密計算を要する [20]．それゆえくりこみ群の大局的軌道解析の一般論の可能性を

追求することや，その困難のありかを調べることは意味がある．

dSG上の rSAPに話を戻すと，前節最後の定理の仮定 (i)(ii)，特に大局的な軌道

のすなおさは，dSG上の rSAPについて d = 2 [27, 39]，d = 3 [28]，および d = 4

[41] で成り立つことが証明されている．2SGと 3SGでは元の SAPでも正しいこ

とが同じ文献で証明されている．これらの文献における証明はくりこみ写像 �Φの

具体形（係数の値）を用いるので，一般の dへの証明の拡張ができない．

くりこみ群の構造の dに関する一般論という点から，基本となる固定点の個数

について現時点で次の結果を得ている．まず，くりこみ写像 �Φの不変部分集合Ξn

の条件のうち xi � x1xi−1, i = 2, · · · , n, に注目して �x = (x1, · · · , xn) ∈ Ξnに対し

て x = x1と zi =
xi

x1xi−1
, i = 2, · · · , n, によって，座標系 (x, �z) = (x, z2, · · · , zn)

(∈ [0,∞) × [0, 1]n−1) をとり，この座標変換を �x(x, �z)と書く．この変数で表現

したくりこみ写像をG(x, �z) =
1

x
Φ1(�x(x, �z))および Fi(x, �z) = zi

Φ1Φi−1

Φi
(�x(x, �z)),

i = 2, · · · , n, とおき，くりこみ写像 (x, �z) �→ (G, F2, · · · , Fn)(x, �z)のヤコビ行列を

J とおく．

命題．Ξnの中で F2 = F3 = · · · = Fn = 1（固定点条件のうち n − 1個の条件）を

満たす点の集合を Cとおく．もし，　「(x, �z) ∈ Cならば det J(x, �z) �= 0」　が

成り立てば �Φの固定点 �xf が Ξnの内部にただ 1つ存在する． �

こうして，Ξn内部の固定点の唯一性をくりこみ写像の（ある等高線集合上で

の）ヤコビ行列の非退化条件という局所的な条件に帰着することができた．Ξn全

体の大局的な流れの構造の問題を境界条件などの大局的な問題とヤコビ行列の非

退化性という局所的な問題に分けたとき，前者がうまく行くという意味である．

境界条件がうまく行くことはΞnのとりかたが自然だからである．Ξnの定義に
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おいて xi+j � xixj は，パラメータを確率の重みと解釈しなおすと，経路の中の

2歩が近く（同じ単位単体）にいるよりも遠く（異なる単位単体）にいるほうが

確率が高いことを意味する．つまり，自己反発が働いている．くりこみ群は細か

い構造を加えて場合の数（エントロピー）を増すので，エントロピー斥力が働い

て自己反発は強化される．これが Ξnが �Φの不変部分集合になることの証明の骨

子である．

d � 3のとき �ΦはR+
nの中に複数の固定点があり，その個数は n = [d+1

2
]とと

もに増えることが予想されるので，簡単なLyapnov関数を見つけるなどの容易な

解決は望めない．特に，ヤコビ行列は Ξnの外部で必ず退化する点を持ち，上記

命題は Ξnの外には拡張できない．（元の問題が非マルコフ的であるという難しさ

がそのような形でくりこみ群の難しさに反映すると考えている．）

上記命題によって固定点の Ξn内部での唯一性問題はヤコビ行列が退化しない

ことに帰着した．多項式 �Φの係数はしかるべき条件を満たす rSAPの組の数であ

る．一般の dで固定点の唯一性の証明を完成するにはこれをあらわに数えない証

明が必要になる．現時点でそれが成功しているのは n = 2だけ（n = 1は自明）

である．

定理 [38]．以下を仮定する．(i) W (x, y)は 3次以上 6次以下の項からなる正係数

多項式で，x3という項があり，yを因子に含む項は 5次以上で xnyという形の項

があるが xy4と x2y3という項は含まない．

(ii) �Φ = (X, Y ) := grad W とおくとき Ξ2 = {(x, y) ∈ R+
2 | 0 < y � x2}は �Φの

不変部分集合で，R(x, z) = X2(x, x2z) − Y (x, x2z)は x, z, 1 − zの正係数多項式

で x → 0のとき 0 � z � 1について一様に R(x, z)/Y (x, x2z) = O(x)．さらに

y = x2 > 0上に �Φの固定点はない．

このとき上記命題の仮定は成立し，したがって，�Φの Ξ2内部における固定点は

ただ一つ存在する． �

仮定 (i)(ii)は dSG（n = 2に対応するのは d = 3, 4）上の rSAPに対して，本数

を数え上げなくても分かる性質である．この結果の不満足な点は仮定が長いこと

よりも，今のところ証明が（SAPの本数こそ使わないものの）膨大な計算を要す

る点である．
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