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2007年末から stochastic ranking processと呼んできた多粒子マルコフ過程の
モデルはmove-to-front規則として半世紀前から知られていた．しかし，粒子の軌
道の大数の法則と，位置ジャンプ率結合経験分布の無限粒子極限の存在は，半世
紀の間，気づかれなかった．極限に現れるジャンプ率の分布のラプラス変換の逆
関数を，偏微分方程式系の特性曲線による解法で見出したのが決め手と思われる．
1. Stochastic ranking processの無限粒子極限．Nを自然数，SNを1, 2, · · · , N
の並べ替え全体とし，X(N) = X(N)(t) = (X

(N)
1 (t), · · · , X(N)

N (t)) (t � 0)を，SN

を状態空間とするマルコフ過程で，以下で定義されるものとする．
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　各 i = 1, . . . , N（以下N 粒子系と見て，iを粒子の添字とみ
なす）に対して確率変数の増加列 τ

(N)
i,j , j = 0, 1, 2, · · ·があって

（粒子 iの先頭へのジャンプ時刻），X
(N)
i (τi,j) = 1 (∀j � 1)を

満たし，X(N)(t) は t �∈ {τ (N)i, j | i = 1, · · · , N, j = 1, 2, · · ·}
では定数である．t = τi,j での変化は，iの先頭へのジャンプ
X

(N)
i (τi,j) = 1に加えてX

(N)
i′ (τi,j − 0) = 1なる i′（が，i′ �= iの

場合）に対してX
(N)
i′ (τi,j) = 2とし，以下，値が粒子間で重な

らないよう 1ずつ増やしてX(N)(t) ∈ SN となるようにする．
{τ (N)

i,j+1 − τ
(N)
i,j , j = 1, 2, · · ·} (τ

(N)
i,0 = 0)は i, jについて独立，jについて同分布で

速さ w
(N)
i > 0の指数分布 P[ τ

(N)
i,1 > t ] = exp(−w

(N)
i t) に従う．このモデルにつ

いて無限粒子極限 (N → ∞)について調べていた [1]．値域 SN を空間位置とみな

し，Nでスケールして区間 [0, 1)に収める：Y
(N)
i (t) :=

1

N
(X

(N)
i (t)−1)．y

(N)
C (t) =

1

N
�{i | τi,1 � t} ∈ [0, 1) はジャンプ済み粒子と未ジャンプ粒子の境界位置を表す．

以下 aに集中した単位分布を δaと書き，ジャンプ率の分布 λ(N) =
1

N

N∑
i=1

δ
w

(N)
i
が

N → ∞で分布 λに弱収束することを仮定する．

命題([1])．y
(N)
C (t) → yC(t) := 1 −

∫ ∞

0

e−wt λ(dw) (N → ∞, 確率収束)． �

定理([1])．λが
∫ ∞

0

wλ(dw) < ∞とλ({0}) = 0を満たし，初期位置Y (N)(0) = y(N)

について，ジャンプ率と位置の結合分布がN → ∞で分布 µ0に弱収束するとす

る：
1

N

N∑
i=1

δ
(w

(N)
i ,y(N))

→ µ0．このとき，各時刻 t > 0におけるジャンプ率と位置

の結合経験分布（分布値確率変数）µ
(N)
t :=

1

N

N∑
i=1

δ
(w

(N)
i ,Y

(N)
i (t))

はN → ∞で (非

ランダムな)分布 µtに確率収束する．極限 µtは，



U(dw, y, t) := µt(dw, [y, 1)) =

{
λ(dw) e−wt0(y) , y < yC(t),
U(dw, ŷ(y, t), 0) e−wt , y > yC(t).

ここで命題の yC(t)の逆関数を t0(y)とおき，yC(y, t) = 1−
∫ 1

y

∫ ∞

0

e−wtµ0(dw, dz)

とし，ŷ(y, t)を yC(y, t)の yに関する逆関数とした． �

仮定のうち
∫ ∞

0

wλ(dw) < ∞ は y > 0での収束には不要である．

2. Move-to-front規則．先行研究があることを杉峰伸明氏を通して教わった．時
刻 tまでに起きた先頭へのジャンプ回数を σ(N)(t) = �{(i, j) | 0 < τ

(N)
i,j � t}とお

くとき Zi(σ
(N)(t)) = X

(N)
i (t)で定義される確率連鎖 Zはmove-to-front規則など

の名で半世紀間研究されてきた [4]．にもかかわらず上述の [1]の結果は無かった．
[1]では，解を予想し，差がN → ∞で 0になることで証明したので，解の具

体形が重要であるが，特に，λのラプラス変換の逆関数 t0(y)が半世紀間捕まらな
かったと思われる．我々は，解を次のBurgers型微分方程式系の初期値問題の一
意解として見出した．ジャンプ率が高々可算種類 λ =

∑
α

ραδfα の場合を考える．

定理([2])．Uα(y, t) = U({fα}, y, t)は次の初期値問題の時間大局的一意解である：
∂ Uα

∂t
(y, t) +

∑
β

fβ Uβ(y, t)
∂ Uα

∂y
(y, t) = −fαUα(y, t), (y, t) ∈ [0, 1) × [0,∞),

境界条件：Uα(0, t) = ρα, t � 0，初期値 Uα(y, 0) = Uα(y)は非負可微分非増加で∑
β

fβUβ(0) < ∞と
∑

β

Uβ(y) = 1 − yを満たす． �

主部の等しい 1階準線形系なので，特性曲線 yCの逆関数で解ける [5, §2.3]．極
限を特徴づける偏微分方程式という意味で「流体力学」極限の描像が生きた．
3. 応用．軌道 yCはwebのランキングで実際に観測され，社会・経済活動に関す
る応用上の成果 (Pareto指数 b < 1)を得た [2,3]．Move-to-front規則では探索コ
ストCN が主に研究されて来たが，これについても，主結果の応用として

lim
N→∞

P∞[
1

N
CN > x ] =

∫
we−wt0(x)λ(dw)∫

wλ(dw)
などの公式を得ることができる．
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