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まえがき
これは，慶應義塾大学経済学部設置科目「解析学 IIa」及び経済学研究科設置
科目「経済数学 III-A」の講義ノートである．
本講義ではルベーグ積分論を取り扱う．ルベーグ積分論は，数理経済学を学

ぶ上で重要な関数解析や凸解析を習得するために必須であるだけでなく，現
代確率論の基礎でもある重要な理論である．この講義の前半では，長さ・面
積・体積を抽象化した概念である測度について，その構成の仕方や諸性質に
ついて詳しく論じる．講義の後半に入ると，この測度を基にルベーグ積分の
定義を与え，ルベーグ積分の様々な性質について議論する．高等学校以降こ
れまで学んできた積分をリーマン積分と呼ぶが，このリーマン積分とルベー
グ積分との違いを明確にし，ルベーグ積分を学ぶ意義についても詳しく論じ
る．講義の終盤では，極限と積分の交換に関する定理であるルベーグの収束
定理を紹介し，さらにフビニの定理など発展的な内容についても触れる．
本講義は基本的にこの講義ノートに沿って進められる．ただし，本講義で

扱う内容は抽象的かつ難解である上，他の科目に比べかなり多くのことを学
習する必要がある．そのため，証明などの細部は各受講生の予習復習に委ね，
講義では背景や考え方の説明に多くの時間を費やす．別途，演習問題を用意
するので，試験対策などに用いて欲しい．
この講義を受講するに当たり前提知識は置かないが，微分積分学，集合論，

位相空間論などで登場する基本概念，例えば sup，可算，開集合，コンパク
トなど，を多用する．このような用語や概念が登場した際には時間が許す限
り説明するが，足りない部分は各自で補ってもらいたい．なお，これらの用
語や概念については補遺 Aでも紹介している．また，経済学部の学生は証明
を読んだり書いたりする訓練が足りないので，この点についても配慮をしな
がら講義を行うつもりである．皆さんの今後の学習や研究に少しでも資する
ものがあれば望外の喜びである．

i



参考文献
ここでは学習の手助けとなる参考文献をいくつか紹介する．下記の文献のう
ちのいくつかは，このノートを作成する際にも参考にさせてもらった．

[1] 服部哲弥「難問克服 ルベーグ積分」東京図書，2020.

[2] 伊藤清三「ルベーグ積分入門 」裳華房, 1963.

[3] 小谷眞一「測度と確率 」岩波書店, 2005.

[4] ツァピンスキ，コップ (二宮祥一，原啓介訳)「測度と積分　入門から確
率論へ」培風館, 2008.

[5] 盛田健彦「実解析と測度論の基礎 」培風館, 2004.

[6] 佐藤坦「はじめての確率論 測度から確率へ」共立出版, 1994.

[7] 志賀浩二「ルベーグ積分 30講」朝倉書店, 1990.

[8] テレンス・タオ (舟木直久，乙部厳己訳)「ルベーグ積分入門」朝倉書店,

2016.

[9] 谷島賢二「新版 ルベーグ積分と関数解析」朝倉書店, 2015.

[10] 吉田伸生「ルベーグ積分入門―使うための理論と演習」遊星社，2006.

ii



目 次
第1週 イントロダクション 1

第2週 零集合 7

第3週 ルベーグ外測度 9

第4週 可測集合 14

第5週 測度空間 20

第6週 測度空間の諸性質 24

第7週 可測関数 28

第8週 ルベーグ積分の定義 1 33

第9週 ルベーグ積分の定義 2 37

第10週 ルベーグの収束定理 1 41

第11週 ルベーグの収束定理 2 44

第12週 リーマン積分とルベーグ積分の違い 49

第13週 直積測度空間とフビニの定理 53

第14週 ラドン・ニコディムの定理と条件付き期待値 57

補遺A 補足事項 59

補遺 B 過去の試験問題 64

iii



第1週 イントロダクション
本講義では，長さや面積を抽象化した概念である「測度」について学び，そ

の測度に基づいて新しい積分概念である「ルベーグ (Lebesgue)積分」につい
て学ぶ1)．とりわけ，ルベーグの収束定理と呼ばれる「極限と積分の交換定
理」を示すことを目指す．最後に，フビニ (Fubini)の定理などルベーグ積分
論のやや高度な内容についても触れ，講義を締めくくる予定である．ここで
は，「なぜ新たな積分概念を学ぶ必要があるのか?」，「リーマン (Riemann)積
分とルベーグ積分の違いは何なのか?」について議論したい．そのため，リー
マン積分のきちんとした定義を与えることから始めたい．

1.1 リーマン積分の定義
まず，有界閉区間 [a, b]上の有界関数 fを考える．fは有界であるから，ある

M > 0が存在して sup
x∈[a,b]

|f(x)| < Mが成立する．a = x0 < x1 < · · · < xk = b

となる分点を用意して，区間 [a, b]を k個の部分区間 [xi−1, xi]に分ける．こ
のとき，分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xk = bを与えるという．さらに，

|∆| := max
1≤i≤k

|xi − xi−1|

と定義し2)，これを分割∆の幅という．分割∆の各部分区間 [xi−1, xi]から
点 ci を任意に取る．このとき，

S(f,∆, {ci}) :=
k∑

i=1

f(ci)(xi − xi−1)

と定義し，これをリーマン和と呼ぶ．このリーマン和を用いて，リーマン積
分を以下のように定義する．

定義 1.1 実数 αが存在して，「任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在し，
|∆| < δ ならば任意の {ci}に対して |S(f,∆, {ci}) − α| < εとなる」が成立
しているとき，f は [a, b]上でリーマン積分可能であると言う．さらに αを f

の [a, b]上の定積分といい，
∫ b

a

f(x)dxと書く．

注意 1.2 定義 1.1の「」で括った部分は以下のように記述することもできる:

∀ε > 0, ∃δ > 0; |∆| < δ ⇒ ∀{ci}, |S(f,∆, {ci})− α| < ε3).

1)この分野は測度論と呼ばれたり，ルベーグ積分論と呼ばれたり，場合によっては測度・積分
論と呼ばれたりするが，中身は基本的に同じである．

2)ここは有限個しかないので，sup でなく max になる．
3)∀の後のコンマ “,”は「に対して」と読み，∃の後の “;”は「such that」と読むと理解しや

すい．
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定義 1.1を言い換えれば，各部分区間から ciをどのように選んでも，分割を
細かくしたとき，より正確には |∆| → 0としたとき，リーマン和が極限を持
つならば，その極限を

∫ b

a

f(x)dxという記号で表現し定積分と呼ぶのである．

問題 1.3 区間 [1, 2]を定義域とする関数 f(x) = x2 がリーマン積分可能であ
ることを，定義 1.1に沿って確認せよ．

1.2 ダルブーの定理
有界閉区間 [a, b]上の有界関数 f と，分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xk = b

の第 i番目の部分区間 [xi−1, xi]に対して，

Mi(f) := sup
x∈[xi−1,xi]

f(x), mi(f) := inf
x∈[xi−1,xi]

f(x) (1.1)

とおき，

S∆(f) :=

k∑
i=1

Mi(f)(xi − xi−1), s∆(f) :=

k∑
i=1

mi(f)(xi − xi−1)

と定義する．さらに，

S(f) := inf
∆
S∆(f), s(f) := sup

∆
s∆(f)

とおき，それぞれ f の上積分，下積分と呼ぶ．このとき，以下が成立する:

定理 1.4 (ダルブー (Darboux)の定理)

S(f) = lim
|∆|→0

S∆(f), s(f) = lim
|∆|→0

s∆(f).

証明. 準備 1: 定理の主張は，|∆n| → 0なる任意の分割列 {∆n}に対し，
S∆n

(f) → S(f)が成立することである．つまり，任意の ε > 0に対して，あ
るN0 ∈ Nが存在し，n ≥ N0 ⇒ |S∆n

(f)−S(f)| < εが成立することである．
ここで，N0 は ε > 0だけでなく分割列 {∆n}の取り方にも依存する．一方，
|∆n| → 0を正確に記述すると，“∀δ > 0, ∃N1 ∈ N;n ≥ N1 ⇒ ||∆n|−0| < δ”,

つまり “n ≥ N1 ⇒ |∆n| < δ”である．そこで “∀ε > 0, ∃δ > 0; |∆| < δ ⇒
|S∆(f)− S(f)| < ε”を示せば十分である．
準備 2: ∆ : a = x0 < x1 < · · · < xk = bなる分割に新たな分割点 x ∈ (a, b)

を加えた分割を∆′とする．このとき，ある i ∈ {1, . . . , k}が存在し，xi−1 <

x < xi をみたすとして良い．このとき，−M < f < M より

0 ≤ S∆(f)− S∆′(f) < 2M(xi − xi−1) ≤ 2M |∆|

が成立する．
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定理の証明: ε > 0を任意にとる．S(f)の定義より

S∆0
(f) < S(f) +

ε

2

なる分割 ∆0 が存在する．∆0 の部分区間の個数を k + 1 とする．ここで
δ =

ε

4kM
とし，|∆| < δ なる分割 ∆ を任意に一つ取る．∆ に ∆0 の分割

点を加えた分割を∆′ とする．このとき，

0 ≤ S∆(f)− S∆′(f) ≤ 2kM |∆| < ε

2

が成立する．一方，S∆′(f) ≤ S∆0
(f)より

0 ≤ S∆(f)− S(f) = S∆(f)− S∆′(f) + S∆′(f)− S(f)

<
ε

2
+ S∆0

(f)− S(f) < ε.

以上より |S∆(f)− S(f)| < εとなり，定理 1.4が成立する． □

ダルブーの定理 (定理 1.4)から以下の定理を得る．

定理 1.5 有界閉区間 [a, b]上の有界関数 f に関して，以下の 3条件は同値で
ある．

1. f はリーマン積分可能.

2. S(f) = s(f).

3. 任意の ε > 0に対して，S∆(f)−s∆(f) < εをみたす分割∆が存在する．

証明. 1⇒3: 1より，

∃α ∈ R; ∀ε > 0, ∃δ > 0; |∆| < δ =⇒ |S(f,∆, {ci})− α| < ε

2
for any {ci}

となる．これより，

|∆| < δ =⇒ |S∆(f)− α| < ε

2
かつ |s∆(f)− α| < ε

2

であり，S∆(f)− s∆(f) < εを得る．
3⇒2: 定理 1.4より，任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在して，|∆| < δ ⇒
|s(f)− s∆(f)| <

ε

2
が成立する．一方，3より分割∆0 が存在し，

|S∆0
(f)− s∆0

(f)| < ε

2
(1.2)

となる．ここで |∆1| < δをみたす分割∆1を取り，∆̃ := ∆0 ∪∆1とすると，
これは ∆0 の細分であり，|∆̃| < δ をみたす．このとき，S(f) ≤ S∆̃(f) と
(1.2)より

S(f)− s(f) ≤ |S∆̃(f)− s∆̃(f)|+ |s∆̃(f)− s(f)| < ε
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を得る．S(f)− s(f) ≥ 0であるから，ε > 0の任意性より 2が成立する．
2⇒1: α = S(f) = s(f)とおく．このとき，任意の ε > 0に対して

∃δ > 0; |∆| < δ =⇒ S∆(f)− S(f) < ε,

∃δ > 0; |∆| < δ =⇒ s(f)− s∆(f) < ε

δ := δ ∧ δ > 0とし，|∆| < δをみたす分割∆を取ると，

S(f,∆, {ci})− α < S∆(f)− S(f) < ε,

S(f,∆, {ci})− α > s∆(f)− s(f) > −ε

が成立する．よって，|S(f,∆, {ci})− α| < εを得る． □

この定理から，リーマン積分可能性を定義し直すことができる．

定義 1.6 有界閉区間 [a, b]上の有界関数 f に対して，f の上積分と下積分が
一致するとき，f は [a, b]上でリーマン積分可能であるという．

1.3 リーマン積分可能な関数，可能でない関数
実は，[a, b]上の連続関数はいつでもリーマン積分可能である4)．これを示

すには，一様連続性と実数の連続性が重要な役割を果たす．

定理 1.7 閉区間 [a, b]の連続関数はリーマン積分可能である．

証明. ε > 0を任意に取る．有界閉区間 [a, b]上の連続関数は，有界かつ
一様連続である．つまり，δ > 0が存在し，x1, x2 ∈ [a, b]が |x1 − x2| < δを
みたすならば，|f(x1)− f(x2)| <

ε

b− a
が成立する．今，|∆| < δをみたす分

割∆を取り，∆の各部分区間 [xi−1, xi]に対して，Mi 及びmi を (1.1)で定
義されたものとする．このとき，一様連続性よりMi −mi <

ε

b− a
であり，

S∆(f)− s∆(f) =
∑
i≥1

(Mi −mi)(xi − xi−1) <
ε

b− a

∑
i≥1

(xi − xi−1) = ε

が成立する．従って，定理 1.5より f はリーマン積分可能である． □

例 1.8 区間 [0, 1]上の有理数全体は可算集合なので，{r1, r2, . . . }と書くこと
ができる．[0, 1]上の関数 fn と f を

fn :=

{
1 (x ∈ {r1, r2, . . . , rn})
0 (それ以外)

, f :=

{
1 (xが有理数)

0 (xが無理数)

4)この結果は第 3 週 (定理 3.8) により一般的な形で再登場する．
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と定義すると，各 fn はリーマン積分可能であり，[0, 1]上の各点 xで

lim
n→∞

fn(x) → f(x)

が成立するが，f はリーマン積分可能でない．

問題 1.9 例 1.8の f がリーマン積分可能でないことを示せ．

1.4 リーマン積分からルベーグ積分へ
例 1.8でみたように，たとえリーマン積分可能な関数の列 {fn}が関数 f に

各点収束していても，f はリーマン積分可能とは限らないのである．このよう
に，リーマン積分可能な関数のクラスは極限操作について閉じていない．19

世紀になって極限に対する理解が深まると，極限を用いて表現される関数の
解析が議論されるようになってきた．そんな折に，極限操作に関して閉じて
いる積分概念の必要性が高まってきた．そこで生まれたのがルベーグ積分で
ある．つまり，これから学ぶルベーグ積分は，リーマン積分の自然な拡張5)

であり，極限操作について閉じている積分概念になっているはずである．
ルベーグ積分のきちんとした定義は第 8週以降で与えるとして，ここでは

極々簡単な考え方だけを紹介する．リーマン積分は，積分区間を分割し，「縦」
に細長い短冊の面積の和である「リーマン和」の極限として定義された．一方，
ルベーグ積分では，区間 [a, b]上で定義された非負有界関数 fの積分

∫
[a,b]

fdm

を考える際は6)，n, j ∈ Nに対して，集合

An,j :=

{
x ∈ [a, b]

∣∣∣j − 1

2n
≤ f(x) <

j

2n

}
を考え， ∫

[a,b]

fdm := lim
n→∞

∞∑
j=1

j − 1

2n
m(An,j) (1.3)

と定義する．ここで，m(An,j)は集合 An,j の「長さ」7)である．つまり，「横」
に細長い短冊を作り，その面積の和の極限として積分を定義するのである．こ
のとき，集合An,j の「長さ」を測定する必要が生じる．関数によってはAn,j

は非常に複雑な集合になるかもしれず，「長さ」という概念の一般化が必要と
なる．例えば，例 1.8の関数 f に対し，{x ∈ [0, 1]|f(x) = 1}は [0, 1]上の有
理数全体であるから，有理数全体の「長さ」を定義しなければならない．

5)つまり，リーマン積分可能な関数はルベーグ積分も可能であり，かつ両者の積分値は一致す
る．さらに，線形性や単調性などのリーマン積分の基本的性質をルベーグ積分もみたしている

6)この積分表示はルベーグ積分を表す記号である．ここでは，
∫ b

a
f(x)dx と同じものと考え

て差し支えない．
7)「長さ」とカギ括弧を付けているのは，これは抽象化された概念としての「長さ」であって，

われわれが日常的に用いている長さと区別するためである．
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この「長さ」を一般化した概念が測度である．従って，ルベーグ積分の定義
を与える前に測度について学ぶ必要がある8)．ここでもう一つ重大な問題があ
る．それは，「長さ」を定義できないRの部分集合が存在するということであ
る．測度とは「長さ」の一般化であるから，例えば，区間 [a, b]の測度m([a, b])

が b− aと等しくなるようmを構成しなければならない．また，2つの集合
A1と A2が共通部分を持たないのであれば，m(A1 ∪A2) = m(A1) +m(A2)

が成り立つのが自然である．さらに，極限操作について閉じた概念を作りた
いので，この加法性を強めて，共通部分を持たない集合列 {An}に対して9)，
m

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m(An)が成立することが望ましい．このような性質を σ-

加法性と呼ぶ．以上のような性質を要求すると，測度mの定義域としてRの
部分集合全体を取ることはできない．尚，mの定義域に含まれる集合，言い
換えれば，「長さ」を測ることができる集合を「可測集合」と呼ぶ．ここで積
分の定義 (1.3)に戻れば，集合 An,j が可測集合でなければ積分が定義できな
いことが分かる．集合 An,j が可測になるような関数を「可測関数」と呼ぶ．
従って，ルベーグ積分が極限操作について閉じているためには，可測関数列
の極限は再び可測関数になっていなければならない．実際，可測関数はこの
ような性質をみたすのである10)．
さらに，Rの部分集合のみならず，一般の集合上に「可測」の概念を昇華

させることができる．つまり，一般の集合に対して「測度」を定義すること
ができるのである．これを用いると，一般の集合上に定義された可測関数に
対するルベーグ積分が定義できる．この抽象化は 20世紀の数学の発展に大
きく寄与した．その代表例として確率論があげられる．将来起こり得るすべ
ての事象の集まりである標本空間を Ωとし，Ω上の測度 Pで P(Ω) = 1と標
準化されたものを確率測度と呼び，確率論はこの確率測度に関する解析学と
して発展してきたのである．確率論で登場する「確率変数」は可測関数のこ
とであり，「期待値」は確率測度に関するルベーグ積分で与えられる．従って，
確率論を理解するためにはルベーグ積分論を習得する必要がある．

8)雑に言って，測度とは Rの部分集合の「長さ」を与える関数である．つまり，A ⊂ Rに対
して，m(A) は集合 A の「長さ」を表している．

9)集合列 {An} が共通部分を持たないとは，n ̸= m ならば An ∩Am = ∅ が成り立つことを
意味している．このような性質を「互いに素」と呼ぶ．
10)この事実は第 7 週で論じる．
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第2週 零集合
この章から 4章程度に渡り，Rの部分集合の「長さ」について議論する．

「長さ」の定義を与え，「長さ」を測定できる集合がどのような性質を持つの
か，さらには「長さ」を測定できる集合の全体がどのような構造を持つのか
について議論する．
まず，「長さ」の定義を考えるに際し，有界閉区間 I = [a, b]の長さ l(I)は，

l(I) = b − a と定義するのが自然であろう．同様に，l([a, b)) = l((a, b]) =

l((a, b)) = b − aと定義するのが自然である．すると，一点集合 {a}の「長
さ」は，{a} = [a, a]と考え，l({a}) = a− a = 0である．これもまた自然で
あろう．さらにこの概念を拡張すると，有限集合の「長さ」はやはり 0とす
るべきである．そこで，「長さ」0の集合を定義することから始める．

定義 2.1 A ⊂ Rが零集合であるとは，任意の ε > 0に対して，有界閉区間の
列 {In}が存在して A ⊂

∞⋃
n=1

In かつ
∞∑

n=1

l(In) < εをみたすときに言う．尚，

上記の定義において，閉区間を開区間 (a, b)または半開区間 (a, b]，[a, b)に置
き換えても同じ定義を与える．

問題 2.2 A ⊂ Rが零集合であるとき，B ⊂ Aも零集合になることを証明
せよ．

命題 2.3 1. 空集合 ∅は零集合である．

2. 一点集合 {a}は零集合である．

3. [0, 1]上の有理数の全体は零集合である．

証明. 1. ε > 0を任意に取る．各 n ∈ Nに対して，In :=
[
− ε

2n+2
,

ε

2n+2

]
とおくと，l(In) = ε

2n+1
である．よって，

∞∑
n=1

l(In) =
ε

2
< εであり，∅ ⊂

∞⋃
n=1

In

であるから，∅は零集合である．
2. 1.と同様にして示せる．ε > 0を任意に取る．各 n ∈ Nに対して，In :=[
a− ε

2n+2
, a+

ε

2n+2

]
とおくと，l(In) = ε

2n+1
となる．よって，

∞∑
n=1

l(In) =

ε

2
< εであり，{a} ⊂

∞⋃
n=1

In が成立する．従って，{a}は零集合である．

3. [0, 1]上の有理数の全体は可算集合なので，{r1, r2, . . . }と書ける．ε > 0を
任意に取り，各n ∈ Nに対して In :=

[
rn − ε

2n+2
, rn +

ε

2n+2

]
とおく．このと

き，l(In) = ε

2n+1
であり，

∞∑
n=1

l(In) =
ε

2
< εである．また，{r1, r2, . . . } ⊂

∞⋃
n=1

In

が成立するので，{r1, r2, . . . }は零集合である． □
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定理 2.4 {Nn}を零集合の列とする．このとき，
∞⋃

n=1

Nn も零集合である．

証明. ε > 0を任意に取る．各 Nn に対して，有界閉区間列 {In,k}k≥1 が
存在し，

Nn ⊂
∞⋃
k=1

In,k かつ
∞∑
k=1

l(In,k) <
ε

2n

をみたす．{In,k}n≥1,k≥1 を I1,1, I1,2, I2,1, I3,1, I2,2, I1,3, I1,4, . . . と一列に並
べ，順番に J1, J2, . . . と番号を振る．このとき，

∞⋃
n=1

Nn ⊂
∞⋃
k=1

Jk であり，

∞∑
k=1

l(Jk) =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

l(In,k) <

∞∑
n=1

ε

2n
= ε

が成立する．よって，
∞⋃

n=1

Nn は零集合である． □

例 2.5 (カントール集合) 非可算零集合の例としてカントール (Cantor)集
合を紹介する．閉区間 [0, 1]を 3等分し，その真ん中の開区間

(
1

3
,
2

3

)
をくり

抜いてできた集合をC1とする．つまり，C1 =

[
0,

1

3

]
∪
[
2

3
, 1

]
である．次に，

C1を構成している 2つの閉区間
[
0,

1

3

]
,

[
2

3
, 1

]
をそれぞれ 3等分し，真ん中

の開区間をくり抜くと，集合
[
0,

1

32

]
∪
[
2

32
,
3

32

]
∪
[
6

32
,
7

32

]
∪
[
8

32
, 1

]
が得

られる．これをC2とする．以下これを繰り返し，くり抜きを n回行った後に
残った集合をCnと書く．集合列 {Cn}は減少列であるから，極限C :=

∞⋂
n=1

Cn

が存在する．このCをカントール集合と呼ぶ．このとき，Cは零集合である．
何故ならば，Cnは長さが 3−nである 2n個の互いに素な閉区間から成るので，
Cn の長さは

(
2

3

)n

となるからである．
さらにCは非可算集合であることを示そう．まず，[0, 1]上の各実数を 3進

展開すると 0,1,2を用いて表現される．そして，上記で述べた n回目のくり抜
きによって，小数点以下 n−1桁までは 0または 2で n桁目が 1である数が除
外される．従って，カントール集合Cは，3進展開すると 0.020020 . . . のよう
に 1が現れない [0, 1]に含まれる数の全体である．今，x ∈ C に対してその 3

進展開で現れた 2を 1に変換する．例えば，0.020020 . . . は 0.010010 . . . に変
換される．この 0と 1からなる新たな展開を 2進展開に持つ実数を y ∈ [0, 1]

とすると，写像 x 7→ yは C と [0, 1]の間の 1対 1対応になっている．従って，
C は非可算である．
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第3週 ルベーグ外測度
区間11)を用いて，一般の集合に対して「長さ」の概念を与えたい．そこで

以下のようにルベーグ外測度を定義し，その性質について議論する．

定義 3.1 ルベーグ外測度とは，以下のように定義されるRの部分集合全体
を定義域とする関数m∗ のことである:

m∗(A) := inf

{ ∞∑
n=1

l(In)
∣∣∣Inは有界閉区間で A ⊂

∞⋃
n=1

In

}
, A ⊂ R.

注意 3.2 1. {a} = [a, a]と考え，一点集合 {a}も閉区間とみなす．

2. このルベーグ外測度の定義はそのまま n次元へ拡張できる．

3. m∗ は [0,∞]-値関数である．今後，0×∞ = 0と約束しておく12)．

定理 3.3 1. A ⊂ Rに対して，m∗(A) = 0であることと，Aが零集合で
あることは同値である．

2. (単調性) A ⊂ B ならばm∗(A) ≤ m∗(B)である．

3. I が区間であるとき，m∗(I) = l(I)が成立する．

4. (σ-劣加法性) 任意の集合列 {An}に対して，以下が成立する:

m∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m∗(An).

5. (平行移動不変性) A ⊂ R，t ∈ Rに対して，A+ t := {a+ t|a ∈ A}と
おくとき，m∗(A) = m∗(A+ t)が成り立つ．

証明. 1. A ⊂ Rが m∗(A) = 0をみたすとき，任意の ε > 0に対して，
有界閉区間列 {In}が存在し，A ⊂

∞⋃
n=1

Inかつ
∞∑

n=1

l(In) < εとなる．よって，

A ⊂ Rは零集合．
一方，A ⊂ Rが零集合ならば，ε > 0を任意に固定すると，有界閉区間列

{In}が存在し，A ⊂
∞⋃

n=1

In かつ
∞∑

n=1

l(In) < εとなる．よって，m∗(A) < ε

が成立する．ε > 0の任意性よりm∗(A) = 0が成り立つ．
2. 任意のε > 0に対して，閉区間列{In}が存在し，B ⊂

∞⋃
n=1

Inかつ
∞∑

n=1

l(In) <

m∗(B) + ε となる．このとき，A ⊂
∞⋃

n=1

In でもあるから，m∗ の定義より

11)これ以降，単に「区間」と言った場合は，有界の閉区間，開区間，半開区間を指す．
12)同様の議論は第 7 週でも行う．
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m∗(A) ≤
∞∑

n=1

l(In)が成立する．以上よりm∗(A) ≤ m∗(B)+εが任意の ε > 0

に対して成立する．よって，m∗(A) ≤ m∗(B)が成り立つ．
3. I = [a, b] の場合のみ示す．I1 = I, In = [0, 0], n ≥ 2 とすれば，
I ⊂

∞⋃
n=1

In が成立する．ここで [0, 0]も閉区間と見なすことに注意．よって，

m∗(I) ≤
∞⋃

n=1

l(In) = l(I).

逆向きの不等式を示そう．ε > 0を任意にとる．このとき，閉区間列 {In =

[an, bn]}で I ⊂
∞⋃

n=1

Inかつ
∞∑

n=1

l(In) < m∗(I) +
ε

2
をみたすものが存在する．

ここで，Jn =
(
an − ε

2n+2
, bn +

ε

2n+2

)
とすると，

∞∑
n=1

l(Jn) =

∞∑
n=1

{
l(In) +

ε

2n+1

}
=

∞∑
n=1

l(In) +
ε

2

が成立する．よって，
∞∑

n=1

l(Jn) < m∗(I) + εを得る．一方，I ⊂
∞⋃

n=1

Jnに注意

すると，ハイネ・ボレル (Haine-Borel)の定理より {Jn}の中から有限個の要素

Jn1
, Jn2

, . . . , JnK
を選んで，I ⊂

K⋃
k=1

Jnk
とすることができる．Jnk

= (ãk, b̃k)

とし，a := min{ã1, . . . , ãK}, b := max{b̃1, . . . , b̃K}とおくと，

l(I) < b− a ≤
K∑

k=1

l(Jnk
) < m∗(I) + ε

が成立する．ε > 0の任意性より l(I) ≤ m∗(I)を得る．
4. 任意に固定した ε > 0と任意の n ∈ Nに対して，閉区間列 {In,k}k≥1が存
在し，An ⊂

∞⋃
k=1

In,k かつ
∞∑
k=1

l(In,k) < m∗(An) +
ε

2n
をみたす．定理 2.4の

証明と同様に，閉区間列 {In,k}n≥1,k≥1を一列に並べ J1, J2, . . . と番号を振る
と，

∞⋃
n=1

An ⊂
∞⋃

n=1

∞⋃
k=1

In,k ⊂
∞⋃

m=1

Jm であり，

∞∑
m=1

l(Jm) =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

l(In,k) <

∞∑
n=1

m∗(An) + ε

が成り立つ．ε > 0の任意性より，

m∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
m=1

l(Jm) ≤
∞∑

n=1

m∗(An)

が成立する．
5. 省略 □
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問題 3.4 m∗(A) = 0ならば，任意のB ⊂ Rに対して，m∗(A∪B) = m∗(B)

となることを証明せよ．

注意 3.5 (カラテオドリ外測度) 定義 3.1を抽象化し，一般の集合X に対す
る外測度を考えることもできる．X の部分集合全体を定義域とする [0,∞]-値
関数m∗ が，m∗(∅) = 0であり，単調性と σ-劣加法性を持つとき，カラテオ
ドリ (Caratheodory)外測度と言う．例えば，X を無限集合とし，A ⊂ X

に対して

　m∗(A) =

{
Aに含まれる元の個数 (Aが有限集合のとき)

∞ (Aが無限集合のとき)

と定めると，m∗ はカラテオドリ外測度になる．

問題 3.6 N = {1, 2, 3, . . . }の有限部分集合Aに対して，その元の個数を |A|
と書く．A ⊂ Nに対して，

m∗(A) =


|A| (|A|が偶数のとき)

|A|+ 1 (|A|が奇数のとき)

∞ (Aが無限集合のとき)

とおくとき，m∗ がカラテオドリ外測度になることを確かめよ．

例 3.7 f をR上に定義された右連続単調増加関数とする．半開区間 I = (a, b]

に対して，f(I) := f(b)− f(a)とおく．A ⊂ Rに対して，

m∗(A) := inf

{ ∞∑
n=1

f(In) : Inは半開区間で A ⊂
∞⋃

n=1

In

}

と定義する．このm∗ はR上のカラテオドリ外測度であり，特にルベーグ・
スティルチェス (Lebesgue-Stieltjes)外測度と呼ばれる．尚，f(x) = xの
とき，m∗ は外測度と一致する．

最後に以下の定理を紹介する．

定理 3.8 有界閉区間 [a, b]上に定義された有界関数 f がリーマン積分可能で
あるための必要十分条件は，零集合を除いた [a, b]上の点で f が連続となる
ことである．

付録: 定理 3.8の証明
まずは準備から始める．関数 f が xを含む開区間上で定義されているとき，

ω(f, x) := lim
δ→0

(
sup

|x−y|<δ

f(y)− inf
|x−y|<δ

f(y)

)
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を f の点 xにおける振動量という．尚，δを 0に近づけると括弧内の値は減
少するので，極限は常に存在する．ここで 2つの補題を紹介する．証明は微
分積分学の演習問題としてとっておく．

補題 3.9 f が xで連続であるためには，ω(f, x) = 0であることが必要十分
条件である．

補題 3.10 I を開区間とする．任意の x ∈ I に対して，以下が成り立つ:

ω(f, x) ≤ sup
y∈I

f(y)− inf
y∈I

f(y).

必要性: f がリーマン積分可能であると仮定し，f の不連続点の全体Dが
零集合であることを示す．尚，細かいことであるが，Dが零集合であるかど
うかを調べることが目的なので，f の定義域の端点 aと bはDから除外して
も差し支えない．まず，n ∈ Nに対して，

An :=

{
x ∈ (a, b)

∣∣∣ω(f, x) > 1

n

}

とすれば，補題 3.9よりD = {x ∈ (a, b)|ω(f, x) > 0} =

∞⋃
n=1

Anとなる．従っ

て定理 2.4より，任意の n ∈ Nに対して An が零集合であることを示せば十
分である．ここで，n ∈ Nと ε > 0を任意に取る．f はリーマン積分可能な
ので，定理 1.5より，[a, b]上の分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xk = bが存在
し，S∆(f)− s∆(f) < εをみたす．よって，分割∆の各部分区間に対してMi

及びmi を (1.1)のように定義すると，

S∆(f)− s∆(f) =

k∑
i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) < ε (3.1)

が成立する．
次に，各部分区間から端点を取り除いてできた開区間 (xi−1, xi)の中で，An

と共通部分を持つものを順番に Ip1 , . . . , Ipj とする．このとき，

An ⊂ Ip1
∪ · · · ∪ Ipj

∪ {x1, . . . , xk−1}

である．ここで{x1, . . . , xk−1}を長さの総和が ε以下になる開区間J1, . . . , Jk−1

で覆うと，
An ⊂

j⋃
r=1

Ipr
∪

k−1⋃
m=1

Jm (3.2)

となる．各 r = 1, . . . , j に対して，Mpr
:= sup

x∈Ipr

f(x), mpr
:= inf

x∈Ipr
f(x)と

おくと，An ∩ Ipr
6= ∅であることと補題 3.10より 1

n
< Mpr

−mpr
が成立す
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る．ここで，(3.1)の和を p1, . . . , pj についてのみ取れば，1

n

j∑
r=1

l(Ipr ) < εを

得る．ゆえに，(3.2)の右辺の区間の長さの総和は nε + ε以下である．つま
り，m∗(An) < nε+ εとなる．εは任意なので An は零集合である．
十分性: f の不連続点の集合Dは零集合であると仮定し，f がリーマン積
分可能であることを示す．尚，ここでは不連続点として端点 a, bも含めて考
える．ε > 0を任意に取ると，開区間の列 {In}が存在し，

D ⊂
∞⋃

n=1

In かつ
∞∑

n=1

l(In) < ε (3.3)

をみたす．Dの外の点 xにおいて f は連続なので，xを含む開区間 Jx が存
在し，y ∈ Jx ∩ [a, b]ならば |f(y)− f(x)| < ε

2
をみたす．このとき，以下が

成立する:

sup
y∈Jx∩[a,b]

f(y)− inf
y∈Jx∩[a,b]

f(y) < ε. (3.4)

今，

[a, b] ⊂

( ∞⋃
n=1

In

)
∪

 ⋃
x∈[a,b]\D

Jx


が成立している．ここで，[a, b]はコンパクトであるから、ハイネ・ボレルの
定理より {In}と {Jx}の中からそれぞれ有限個を選び [a, b]を覆うことができ
る．このように選ばれたものを I1, . . . , IN 及び J1, . . . , JLとし，これらN+L

個の開区間の全ての端点を用いて作る [a, b]の分割を∆ : a = x0 < x1 < · · · <
xk = bとする．k個ある部分区間 (両端点を除いて開区間にしたもの)のうち，
I1, . . . , IN のどれかに含まれるもの全体をK1 とし，それ以外をK2 とする．
ただし，K2 に属す部分区間は必ず J1, . . . , JL のどれかに含まれる．このと
き，(3.1)の右辺の和をK1 に関する和とK2 に関する和に分解する:

S∆(f)− s∆(f) =
∑
K1

(Mi −mi)(xi − xi−1) +
∑
K2

(Mi −mi)(xi − xi−1).

ここで，f は有界関数だからM := sup
x∈[a,b]

|f(x)| <∞であり，∆の各部分区
間においてMi −mi < 2M が成り立つ．(3.3)より In の長さの総和は ε以
下であるから，

∑
K1

(Mi −mi)(xi − xi−1) ≤ 2Mε である．一方，(3.4) より∑
K2

(Mi −mi)(xi − xi−1) ≤ (b− a)εとなる．以上より，

S∆(f)− s∆(f) ≤ (2M + b− a)ε

が成り立つ．εは任意なので，定理 1.5より f はリーマン積分可能である．
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第4週 可測集合
ルベーグ外測度m∗(A)が A ⊂ Rの「長さ」を与えるものと考えれば，定

理 3.3は「m∗が当然持つべき性質」の代表的なものを列挙したものと見なす
ことができる．さらに，σ-劣加法性を強めて，集合列 {An}が互いに素，つ
まり n 6= mのとき An ∩Am = ∅であるならば

m∗

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m∗(An) (4.1)

が成立することも，「長さ」が持つ自然な性質であろう．ところが，一般に σ-

加法性と呼ばれるこの性質は常に成り立つとは限らないのである．そこで，
σ-加法性が成立するようにルベーグ外測度の定義域を制限する．この制限さ
れた定義域に属する集合を可測集合と呼ぶが，可測集合には 2種類の定義が
ある．

4.1 ルベーグ可測集合
集合 A ⊂ Rを有界とする．このとき，Aを含む区間 I に対して，

m∗(A) := l(I)−m∗(I\A)

として定めるm∗をルベーグ内測度と呼ぶ．尚，m∗(A)の値は I の取り方に
よらない．m∗(A)とは，ラフに言えばAに含まれる区間の和集合に対する測
度の最大値である．

問題 4.1 以下を証明せよ．

1. 任意の有界集合 A ⊂ Rに対して 0 ≤ m∗(A) <∞.

2. 任意の有界集合 A ⊂ Rに対してm∗(A) ≤ m∗(A).

3. A ⊂ B ならばm∗(A) ≤ m∗(B)．

4. I が区間であるとき，m∗(I) = l(I)．

有界集合 A ⊂ Rがルベーグ可測であるとは，

m∗(A) = m∗(A)

をたすときに言う．ルベーグ可測集合とは，言わば，「長さ」を測定できる集
合である．Aがルベーグ可測であるとは，区間の和集合で Aを含むものと，
Aに含まれる区間の和集合の差を考えるとき，零集合にいくらでも近いもの
が取れるときに言う．尚，Aが有界でないときは，全ての自然数 nに対して
A ∩ [−n, n]がルベーグ可測であるとき，Aはルベーグ可測であるという．
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4.2 カラテオドリによる可測性
ここではもう一つの可測性の概念であるカラテオドリによる可測性を紹介

する．後に示すように，Rの部分集合がカラテオドリ可測であることとルベー
グ可測であることは同値である．また，前節のルベーグによる可測性をより
一般の空間に拡張しようとしても，その定義からせいぜいRn までしか拡張
できないが，カラテオドリの可測性は，注意 3.5で紹介したカラテオドリ外
測度を用いれば一般の集合に拡張することが可能である13)．

定義 4.2 集合 A ⊂ Rがカラテオドリ可測であるとは，任意の集合 E ⊂ R

に対して
m∗(E) = m∗(E ∩A) +m∗(E ∩Ac) (4.2)

が成立するときに言う．

注意 4.3 E = (E∩A)∪(E∩Ac)に注意すると，m∗の劣加法性より，m∗(E) ≤
m∗(E ∩A) +m∗(E ∩Ac)を得る．従って，集合 Aがカラテオドリ可測であ
ることの定義を

m∗(E) ≥ m∗(E ∩A) +m∗(E ∩Ac)

に書き換えることができる．

以後，カラテオドリ可測を単に可測と呼ぶ．ここでは可測集合の性質を紹
介する．ただし，Mを可測集合の全体とする．

定理 4.4 1. 任意の零集合は可測である．

2. 任意の区間は可測である．

証明. 1. N ⊂ Rを零集合とする．定理 3.3の 1及び 2より，任意のE ⊂ R

に対して，m∗(E ∩N) ≤ m∗(N) = 0となる．一方，m∗(E ∩N c) ≤ m∗(E)

であるから，m∗(E) ≥ m∗(E ∩N) +m∗(E ∩N c)を得る．
2. 有界閉区間 I の可測性を示せば十分である．m∗(E) < ∞となる任意の
E ⊂ Rと任意の ε > 0に対して，閉区間列 {In}が存在し，E ⊂

∞⋃
n=1

Inかつ
∞∑

n=1

l(In) < m∗(E) + εとなる．ここで，In ∩ I は ∅か有界閉区間か一点集

合になる．ただし，一点集合 {a}を [a, a]として有界閉区間と見なす．従っ
て，{In ∩ I}は閉区間列であり，E ∩ I ⊂

∞⋃
n=1

(In ∩ I)をみたす．同様にして，

In ∩ Ic はせいぜい 2 つの (閉とは限らない) 区間から成る集合なので，適
宜，端点を加えればせいぜい 2つの閉区間から成る集合に拡張できる．また，
13)この点に関する詳細は第 5 週の付録を参照せよ．
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この拡張は長さを変えないことから，In ∩ Ic を一つの閉区間のように扱っ
ても差し支えない．これにより，E ∩ Ic ⊂

∞⋃
n=1

(In ∩ Ic)をみたす．明らかに

l(In) = l(In ∩ I) + l(In ∩ Ic)が成り立つので，
∞∑

n=1

l(In) =

∞∑
n=1

l(In ∩ I) +
∞∑

n=1

l(In ∩ Ic) ≥ m∗(E ∩ I) +m∗(E ∩ Ic)

が成立する．ε > 0の任意性より，m∗(E) ≥ m∗(E ∩ I) +m∗(E ∩ Ic)を得
る．よって，I は可測である． □

定理 4.5 1. R ∈ M．

2. A ∈ Mならば Ac ∈ M．

3. A1, A2, · · · ∈ Mならば
∞⋃

n=1

An ∈ M．

注意 4.6 一般に，集合X に対して，その部分集合族Aが定理 4.5の 3つの
条件14)をみたすとき，X 上の σ-加法族15)という．また，X とその上の σ-加
法族 Aを組みにしたもの (X,A)を可測空間と言う．

問題 4.7 {∅, X}及びX のベキ集合はX 上の σ-加法族であることを示せ．

問題 4.8 Aを集合X 上の σ-加法族とする．以下を示せ．
1. A, B ∈ Aならば，A ∪B, A ∩B, A\B は Aに含まれる．

2. Y ⊂ X に対して，{A ∩ Y |A ∈ A}は Y 上の σ-加法族である．

3. σ-加法族の族 {Aα}α∈Λ に対し，
⋂
α∈Λ

Aα もまた σ-加法族である16)．

問題 4.9 Aを集合Xの真部分集合で空でないものとする．このとき，{∅, A,X}
はX 上の σ-加法族でないことを確認せよ．また，Aを含むX 上の σ-加法族
で最小となるものを求めよ．

問題 4.10 全ての有界閉区間 [a, b]を含むR上の σ-加法族で最小となるもの
が存在することを示せ．

問題 4.11 集合X 上の 2つの σ-加法族 A1 と A2 に対し，

A1 ∩ A2 := {A ⊂ X|A ∈ A1 かつ A ∈ A2}

と定義するとき，A1 ∩ A2 が再びX 上の σ-加法族になることを証明せよ．
14)この場合，条件 1 は X ∈ A となる．
15)本によっては σ-集合体，σ-集合代数，完全加法族などと言う．
16)Λ はインデックス集合である．この場合，Λ は非可算集合であっても良い．

16



定理 4.5の証明. Rc = ∅であることより 1は成立する．また，(Ac)c = A

より 2も成立する．3を示そう．
Step 1: A1, A2 ∈ Mならば A1 ∪ A2 ∈ Mであることを示す．A1 ∈ Mよ
り，任意の E ⊂ Rに対して，m∗(E) = m∗(E ∩A1) +m∗(E ∩Ac

1)が成立す
る．また，E として E ∩Ac

1 を取ることにより，A2 の可測性から

m∗(E ∩Ac
1) = m∗(E ∩Ac

1 ∩A2) +m∗(E ∩Ac
1 ∩Ac

2)

が成り立つ．よって，

m∗(E) = m∗(E ∩A1) +m∗(E ∩Ac
1 ∩A2) +m∗(E ∩ (A1 ∪A2)

c) (4.3)

を得る．一方，A1 ∪A2 = A1 ∪ (Ac
1 ∩A2)であることと定理 3.3の 4より

m∗(E ∩A1) +m∗(E ∩Ac
1 ∩A2) ≥ m∗(E ∩ (A1 ∪A2))

が成立する．以上より，

m∗(E) ≥ m∗(E ∩ (A1 ∪A2)) +m∗(E ∩ (A1 ∪A2)
c)

を得る．よって，A1 ∪A2 は可測である．
Step 2: 次に，A1, A2 ∈ Mならば A1 ∩A2 ∈ Mであることを示す．2より
Ac

1, A
c
2 ∈ Mであり，Step 1よりAc

1∪Ac
2 ∈ Mである．つまり，(A1∩A2)

c ∈
Mである．従って，再び 2より A1 ∩A2 ∈ Mが成り立つ．
Step 3: 互いに素な集合列 {An} ⊂ Mに対し，

∞⋃
n=1

An ∈ Mであることを

示す．(4.3)より，A1 ∩A2 = ∅に注意すると，

m∗(E) = m∗(E ∩A1) +m∗(E ∩A2) +m∗(E ∩ (A1 ∪A2)
c)

が成立する．今，

m∗(E) =

n−1∑
k=1

m∗(E ∩Ak) +m∗

(
E ∩

(
n−1⋃
k=1

Ak

)c)

を仮定する．An ∈ Mなので

m∗

(
E ∩

(
n−1⋃
k=1

Ak

)c)
= m∗

(
E ∩

(
n−1⋃
k=1

Ak

)c

∩An

)
+m∗

(
E ∩

(
n−1⋃
k=1

Ak

)c

∩Ac
n

)

= m∗(E ∩An) +m∗

(
E ∩

(
n⋃

k=1

Ak

)c)

が成立する．従って，帰納法より

m∗(E) =

n∑
k=1

m∗(E ∩Ak) +m∗

(
E ∩

(
n⋃

k=1

Ak

)c)
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が任意の n ∈ Nに対して成立する．ここで，
(

n⋃
k=1

Ak

)c

⊃

( ∞⋃
k=1

Ak

)c

に注

意すると，

m∗(E) ≥
n∑

k=1

m∗(E ∩Ak) +m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)c)

となり，n→ ∞とすれば，

m∗(E) ≥
∞∑
k=1

m∗(E ∩Ak) +m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)c)
(4.4)

を得る．さらに，m∗ の σ-劣加法性 (定理 3.3の 4)より，

m∗(E) ≥ m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

))
+m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)c)

が成り立つ．以上より
∞⋃

n=1

An ∈ Mが得られた．

Step 4: 最後に {An} ⊂ M ならば
∞⋃

n=1

An ∈ M を示す．B1 = A1, B2 =

A2\A1, . . . , Bn = An\(A1 ∪ · · · ∪ An−1) = An ∩ (A1 ∪ · · · ∪ An−1)
c, . . . と

おく．Step 1と Step 2をくり返し用いると，各 n ∈ Nに対して，Bn ∈ M

を得る．{Bn} は互いに素であるから，Step 3 より
∞⋃

n=1

Bn ∈ M を得る．
∞⋃

n=1

Bn =

∞⋃
n=1

An であるから，
∞⋃

n=1

An ∈ Mが成立する． □

定理 4.12 m∗はM上 σ-加法性を持つ．つまり，互いに素な集合列 {An} ⊂
Mに対して，以下が成立する:

m∗

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m∗(An).

証明. (4.4)及びm∗ の σ-劣加法性より，任意の E ⊂ Rに対して，

m∗(E) ≥
∞∑
k=1

m∗(E ∩Ak) +m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)c)

≥ m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

))
+m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)c)
= m∗(E)

が成立する．つまり，

m∗(E) =

∞∑
k=1

m∗(E ∩Ak) +m∗

(
E ∩

( ∞⋃
k=1

Ak

)c)
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であり，E =

∞⋃
k=1

Ak と取れば

m∗

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

m∗(Ak)

が成り立つ． □
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第5週 測度空間
5.1 ルベーグ測度空間
定理 5.1 Rの部分集合がルベーグ可測であることと (カラテオドリ)可測で
あることは同値である．

証明. Rの有界部分集合についてのみ示せば十分である．(カラテオドリ)

可測集合 A ⊂ Rを含む区間 I に対して (4.2)が成立する．従って，l(I) =

m∗(I) = m∗(I ∩A) +m∗(I ∩Ac) = m∗(A) +m∗(I\A)が成立する．よって，
m∗(A) = l(I)−m∗(I\A) = m∗(A)，つまり Aはルベーグ可測である．
次に，有界集合A ⊂ Rをルベーグ可測集合とする．任意の k ≥ 1に対して，

閉区間列 {In,k = [an,k, bn,k]}n≥1 が存在し，A ⊂
∞⋃

n=1

In,k かつ
∞∑

n=1

l(In,k) <

m∗(A) +
1

2k
となる．In,k を少し拡げて，開区間

Jn,k =

(
an,k − 1

2n+2k
, bn,k +

1

2n+2k

)

を定義すると，
∞∑

n=1

l(Jn,k) < m∗(A) +
1

k
をみたす．ここでG :=

∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

Jn,k

の性質を調べよう．まず，Gは可算個の開集合の共通部分であることに注意し
たい．また，

∞⋃
n=1

Jn,k ⊃ AなのでG ⊃ Aである．さらに，m∗

( ∞⋃
n=1

Jn,k

)
≤

∞∑
n=1

l(Jn,k) < m∗(A) +
1

k
であるから，任意の k ∈ N に対して，m∗(G) <

m∗(A) +
1

k
が成り立つ．よって，m∗(G) ≤ m∗(A)となる．一方，G ⊃ Aよ

りm∗(G) = m∗(A)を得る．最後に，定理 4.5(及び問題 4.8)より Gは可測，
つまり G ∈ Mである．このような集合 Gを Aの等測包と呼ぼう17)．
今，Aを含む区間 Iを取り，I\Aの等測包を G̃とする．さらに，K := I∩G̃c

とおく．このとき，定理 4.4，定理 4.5 及び問題 4.8 より K は可測であり，
K ⊂ Aとなるので，m∗(K) ≤ m∗(A)を得る．さらに，I は K も含んでお
り，K はこの定理の証明の前半よりルベーグ可測であるから，

m∗(K) = m∗(K) = l(I)−m∗(I\K) = l(I)−m∗(I ∩ G̃)

≥ l(I)−m∗(G̃) = l(I)−m∗(I\A) = m∗(A) = m∗(A)

となる．以上よりm∗(K) = m∗(A) = m∗(G)であり，G\K は零集合，よっ
て，定理 4.4より可測である．さらに，A\K ⊂ G\K であるから，A\K も零
集合で可測となる．最後に，Aは 2つの可測集合K と A\K の和集合である
から，定理 4.5より可測である． □
17)G ⊂ R が有界集合 A ⊂ R の等測包であるとは，G は A を含む集合で，可算個の開集合
の共通部分で与えられ，かつ，m∗(G) = m∗(A) をみたすときに言う．
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定理 5.1よりMはルベーグ可測集合全体でもあり，従って，定理 4.4, 定理
4.5及び定理 4.12はルベーグ可測集合に対しても成立する．m∗をM上に制
限したものを単にmと書き，ルベーグ測度と呼ぶ．つまり，A ∈ Mならば
m(A) = m∗(A) = m∗(A)が成立する．また，3つ組 (R,M,m)を (1次元)

ルベーグ測度空間と呼ぶ．このルベーグ測度空間の定義はRnに拡張できる．
ここでルベーグ測度空間の性質についてまとめよう．Mは全ての区間を

含む R 上の σ-加法族である．また，M はすべての零集合を含む．このこ
とは，N ⊂ R が零集合であるとき N のあらゆる部分集合も零集合である
から，零集合のすべての部分集合はM に含まれることを意味する．次に，
ルベーグ測度 m はM を定義域とする [0,∞]-値関数であり，(4.1) で定義
した σ-加法性をみたす．つまり，M上の互いに素な集合列 {An}に対して
m

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m(An)が成立する．また，A ∈ Mが区間であれば，m(A)

の値は区間の長さ l(A)であることから，一般の集合A ∈ Mに対して，m(A)

の値はAの自然な「長さ」を与えているものと解釈できる．さらに，mは平
行移動不変性を持つこと，m(A)の値は∞も取り得ることに注意されたい．

注意 5.2 通常，我々が目にするRの部分集合はすべてMに含まれると考え
て差し支えない．しかし，Mに含まれない集合，それを非可測集合と呼ぶ，
も存在する．従って，MはRのベキ集合ではない．非可測集合の具体例は
いくつか知られているが，選択公理を用いるなど複雑な議論を要するのでこ
こでは紹介しない．

注意 5.3 (ジョルダン測度) A ⊂ Rに対して，その定義関数 1A がリーマン
積分可能であるとき，Aをジョルダン (Jordan)可測と呼ぶ．ただし，ジョ
ルダン可測集合の全体 J は，定理 4.5の条件 3をみたさないが，

　 A,B ∈ J ならば A ∪B ∈ J 　 (5.1)

はみたす．この J のように，条件 (5.1)と定理 4.5の条件 1,2をみたす集合
族を有限加法族と呼ぶ．さらに，ジョルダン可測集合 A ∈ J に対して，

　mJ(A) :=

∫ ∞

−∞
1A(x)dx　

としてジョルダン測度mJを定義する．ここで，mJはJ を定義域とする [0,∞]-

値関数で，mJ(∅) = 0であり，かつ，有限加法性みたす．つまり，A,B ∈ J
かつA∩B = ∅ならばmJ(A∪B) = mJ(A)+mJ(B)が成立する．一般に，こ
のような性質をみたす集合関数を有限加法的測度，さらに 3つ組 (R,J ,mJ)

を有限加法的測度空間と言う．
尚，ルベーグ測度とジョルダン測度の違いを明確にするには 2次元で考え

ると分かりやすい．ジョルダンによる方法はタイル張りを用いて外測度と内
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測度を定義するが，ルベーグの方法は可算個の様々な大きさの長方形を貼り
合わせて面積を測ることに対応している．

以下の定理は定理 5.1の証明から容易に導かれるが，ルベーグによる可測
性の意味を理解する上で重要である．

定理 5.4 (ルベーグ測度の正則性定理) 1. 任意の ε > 0と A ⊂ Rに対し
て，開集合 Oで A ⊂ Oかつm(O) ≤ m∗(A) + εをみたすものが存在
する．つまり，任意の B ∈ Mに対して，Bを含む開集合 Oが存在し，
m(O\B) < εをみたすものが存在する．

2. 任意のA ⊂ Rに対して，開集合の列 {On}が存在して，A ⊂
∞⋂

n=1

Onか

つm

( ∞⋂
n=1

On

)
= m∗(A)となる．

5.2 一般の集合上の測度空間
ルベーグ測度空間の定義を，一般の集合X 上に拡張したい．一般の集合に

対して「長さ」の概念を導入する際，Rの場合における「区間」のような基
準となるものが存在しない18)．そこで，まず「長さ」を測定できる集合とし
て，X 上の σ-加法族 Aを一つ取る．つまり，Aは

1. X ∈ A,

2. A ∈ Aならば Ac ∈ A,

3. A1, A2, · · · ∈ Aならば
∞⋃

n=1

An ∈ A,

をみたしている．Aは σ-加法族であればなんでも良いので，A = {X, ∅}でも
X のベキ集合でも良い．このとき，(X,A)を可測空間と呼ぶ．そして，A上
に定義された [0,∞]-値集合関数 µで，µ(∅) = 0及び σ-加法性をみたすものを
可測空間 (X,A)上の測度と言い，3つ組 (X,A, µ)を測度空間と呼ぶ．特に，
µ(X) <∞であるとき，µを有限測度と言い，(X,A, µ)を有限測度空間と呼
ぶ．さらに，µ(X) = 1であるとき，µを確率測度と言い，(X,A, µ)を確率空
間と呼ぶ．また，可測集合列 {Xn} ⊂ Aで，各 n ≥ 1に対して µ(Xn) < ∞

であり，X =

∞⋃
n=1

Xnをみたすものが存在するとき，µ及び対応する測度空間

は σ-有限であると言う．

問題 5.5 ルベーグ測度空間は σ-有限であることを確認せよ．
18)ルベーグ測度空間と同様な方法で一般の集合上に測度空間を構成する方法については，この
章の付録を参照せよ．
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付録: ホップの拡張定理
一般の集合 X 上の有限加法的測度空間 (X,A0, µ0)から出発し19)，A0 に

属す集合をルベーグ測度空間における区間のように扱い，外測度と可測性を
用いて測度空間を構成する方法について議論する．ただし，証明は割愛する．
ここで，µ0がA0上 σ-加法的であるとは，互いに素な集合列 {An} ⊂ A0で，
∞⋃

n=1

An ∈ A0をみたすものに対し，µ0

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ0(An)であるときに

言う．また，µ0がA0上 σ-有限であるとは，µ0がA0上 σ-加法的であり，集
合列 {An} ⊂ Aで，µ0(An) <∞かつ

∞⋃
n=1

An = X をみたすものが存在する

ときに言う．さらに，A0を含む最小の σ-加法族を σ(A0)と書く．問題 4.8の
3より，このような σ-加法族は常に存在する．これらの準備の下，以下の定
理を紹介する:

定理 5.6 (ホップ (Hopf)の拡張定理) µ0を σ(A0)上の測度に拡張できるこ
とと，µ0 が A0 上 σ-加法的であることは同値である．特に，µ0 が A0 上 σ-

有限であれば，拡張は一意である．

では実際に µ0を拡張して測度空間を構成しよう．まず，A ⊂ X に対して，

µ∗(A) := inf

{ ∞∑
n=1

µ0(An)
∣∣∣An ∈ A0, A ⊂

∞⋃
n=1

An

}

と定義する．このとき，µ∗はX 上のカラテオドリ外測度20)となる．さらに，
A ⊂ Xが µ∗-可測であるとは，任意のE ⊂ Xに対して µ∗(E) = µ∗(E∩A)+
µ∗(E ∩Ac)をみたすときに言う．これは定義 4.2におけるカラテオドリ可測
の一般化である．µ∗-可測全体をB∗とする．このとき，B∗は σ(A0)を含むX

上の σ-加法族となる．µ∗ の B∗ 上への制限を再び µ∗ と書くと，(X,B∗, µ∗)

は完備測度空間になる21)．さらに µ∗を σ(A0)に制限したものを µとすれば，
測度空間 (A, σ(A0), µ)を得る．このとき，ホップの拡張定理 (定理 5.6)より，
µ0 が A0 上 σ-加法的であれば，任意の A ∈ A0 に対して µ(A) = µ0(A)とな
る．つまり，µは µ0 の拡張である．さらに µ0 がA0 上 σ-有限であれば，再
び定理 5.6より，µが唯一つの拡張となる．また，µ0 がA0 上 σ-有限である
とき，(X,B∗, µ∗)は (A, σ(A0), µ)の完備化測度空間22)であることが分かる．
このような拡張の例として，ジョルダン測度空間 (R,J ,mJ)からルベーグ外
測度と定理 5.6を用いてルベーグ測度空間 (R,M,m)が得られることがあげ
られる．
19)ここで，A0 は X 上の有限加法族であり，µ0 は A0 を定義域とする有限加法的測度である．
詳しくは注意 5.3 を参照．
20)定義は注意 3.5 を参照．
21)完備については第 6 週で紹介する．
22)完備化測度空間についても第 6 週で紹介する．
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第6週 測度空間の諸性質
6.1 測度の基本的性質
一般の測度空間 (X,A, µ)に対して，測度の基本性質を紹介する．まず，以

下の命題を証明なしで紹介し，その後，測度の連続性を示す．

命題 6.1 A,B ∈ AはA ⊂ Bを満たすものとする．このとき，µ(A) ≤ µ(B)

が成立する．また，µ(A) <∞ならば µ(B\A) = µ(B)− µ(A)である．

問題 6.2 上記の命題を証明せよ．

定理 6.3 (測度の連続性) 1. {An} ⊂ Mが非減少列，つまり A1 ⊂ A2 ⊂
. . . であるならば以下が成立する:

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

2. {An} ⊂ Mが非増加列，つまりA1 ⊃ A2 ⊃ . . . であるならば，µ(A1) <

∞であるとき以下が成立する:

µ

( ∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An). (6.1)

証明. 1. µ(An) = ∞ なる n ∈ N が存在するとき，両辺共に ∞ と
なる．従って，任意の n ∈ N に対して µ(An) < ∞ と仮定する．B1 =

A1, B2 = A2\A1, . . . , Bn = An\An−1, . . . とすると，{Bn} は互いに素で，
∞⋃

n=1

Bn =

∞⋃
n=1

An が成立する．よって，A0 := ∅とすると，以下が成立する:

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= µ

( ∞⋃
n=1

Bn

)
=

∞∑
n=1

µ(Bn) =

∞∑
n=1

{µ(An)− µ(An−1)}

= lim
N→∞

N∑
n=1

{µ(An)− µ(An−1)} = lim
N→∞

µ(AN ).

2. B1 = ∅, B2 = A1\A2, . . . , Bn = A1\An, . . . とすると，{Bn}は非減少列
であるから，1より µ

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= lim

n→∞
µ(Bn)が成立する．一方，

∞⋃
n=1

Bn =

∞⋃
n=1

(A1\An) =

∞⋃
n=1

(A1 ∩Ac
n)

= A1 ∩

( ∞⋃
n=1

Ac
n

)
= A1 ∩

( ∞⋂
n=1

An

)c

= A1\

( ∞⋂
n=1

An

)
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が成り立つので，

µ

( ∞⋃
n=1

Bn

)
= µ(A1)− µ

( ∞⋂
n=1

An

)

であり，µ(Bn) = µ(A1)−µ(An)であるから，µ
( ∞⋂

n=1

An

)
= lim

n→∞
µ(An)が

成り立つ． □

問題 6.4 定理 6.3の 2において，条件 µ(A1) <∞が成り立たないとき，(6.1)
が成立するとは限らないことを証明せよ．

問題 6.5 可測集合列 {An} ⊂ Aに対して，以下が成立することを示せ:

1. (σ-劣加法性) µ

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ(An).

2. µ
(
lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
µ(An).

3. µ

( ∞⋃
n=1

An

)
<∞ならば，µ

(
lim sup
n→∞

An

)
≥ lim sup

n→∞
µ(An).

6.2 完備性
ルベーグ測度空間において，任意の零集合は可測であったことを思い出そ

う．つまり，全ての零集合に対し，その任意の部分集合は再び可測になる．
このような性質を持つ測度空間を一般に完備と言う．正確に言えば，測度空
間 (X,A, µ)が完備であるとは，µ(F ) = 0であるような全ての F ∈ Aに対
し，N ⊂ F ならば N ∈ A となるときに言う．従って，ルベーグ測度空間
(R,M,m)は完備である．ルベーグ測度空間の完備性より以下が成立する:

命題 6.6 A ∈ Mかつm∗(A4B) = 0であるとき，B ∈ M，かつ，m(A) =

m(B)が成立することを示せ．ここで，A4B = (A∩Bc)∪ (Ac ∩B)である．

証明. まず，m∗(A4B) = 0より A4B は零集合となるので可測．ここ
で，B = ((A4B)\A) ∪ (A\(A4B))より，B ∈ Mである．さらに，

m(B) = m((A4B)\A) +m(A\(A4B)) = 0 +m(A ∩B)

= m((A4B)\B) +m(A ∩B) = m(A)

が成り立つ． □
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ここで，測度空間 (X,A, µ)の完備性について論じよう．完備測度空間 (X,A, µ)
に対して，σ-加法族を入れ替えても完備性は保存されるとは限らない．今，完
備でない測度空間 (X,G, µ)に対して，G を含む σ-加法族 G と，µを (X,G)
上に拡張した測度 µ から成る完備測度空間 (X,G, µ) の中で最小のものを，
(X,G, µ)の完備化という．完備化測度空間を得るためには，µ(F ) = 0なる
F ∈ G に対し，F の部分集合，これを零部分集合と呼ぶ，をすべて含む最小
の σ-加法族を構成すればよい．尚，問題 4.8の 3より，このような σ-加法族
は常に存在する．

定理 6.7 G := {G ∪N |G ∈ G, N ⊂ F ∈ G with µ(F ) = 0}は，G 及び任意
の零部分集合を含む最小の σ-加法族である．

証明. G が G 及び任意の零部分集合を含むことは明らかである．そこで
G が σ-加法族であることを示す．まず，G = X, N = ∅ と取ることによ
り，X ∈ G が示される．次に，G ∪ N ∈ G とせよ．このとき，(G ∪ N)c =

(G ∪ F )c ∪ ((F\N) ∩ Gc)である．(G ∪ F )c ∈ G であり，(F\N) ∩ Gc ⊂ F

であるから、(G ∪ N)c ∈ G を得る．そして，n = 1, 2, . . . に対して，Gn ∪

Nn ∈ G であるとき，
∞⋃

n=1

(Gn ∪Nn) =

∞⋃
n=1

Gn ∪
∞⋃

n=1

Nn である．明らかに，
∞⋃

n=1

Gn ∈ G であり，
∞⋃

n=1

Nn ⊂
∞⋃

n=1

Fn ∈ G かつm

( ∞⋃
n=1

Fn

)
= 0となる．以

上より，
∞⋃

n=1

(Gn ∪Nn) ∈ G が成立する．

今，Hを G と任意の零部分集合を含む σ-加法族とする．G ∈ G 及び零部
分集合 N は Hに含まれるので，G ∪ N ∈ Hとなる．従って，G ⊂ Hであ
る．つまり，G はこのような性質を持つ最小の σ-加法族である． □

任意のG ∈ Gと任意の零部分集合N に対し，µ(G∪N) := µ(G)と定義する．
このとき，µは µの拡張で，G∪N ∈ Gの表現に依らない23)可測空間 (X,G)
上の測度である．さらに，測度空間 (X,G, µ)は完備化測度空間となる．

6.3 ボレル集合族
1902年にルベーグが学位論文を提出する少し前，同じフランスの数学者ボ

レル (Borel)は，別の測度の概念を与えた．多少正確さは欠くが，ボレルに
よる測度の定義について論じる24)．まず，これまでと同様に区間 [a, b](閉区
間の代わりに (a, b], [a, b)及び (a, b)としても同様)の長さmB([a, b])を b− a

23)表現に依らないとは，G ∈ G が G = G ∪ N = G̃ ∪ Ñ と 2 通りの表現を持つとき，
µ(G ∪N) = µ(G̃ ∪ Ñ) が成り立つことを言う．
24)文献 [3] を参照．
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とする．R上の開集合 U は，互いに素である高々可算個の区間の和集合で書
ける．つまり，

U =

∞⋃
n=1

In, In = [an, bn] or (an, bn] or [an, bn) or (an, bn)

としたとき，mB(U) =

∞∑
n=1

|In|と定める．また，2つの集合 A, B (ただし，

A ⊂ B)に対して，mB(A), mB(B)の値が定まるのであれば，mB(B\A) =
mB(B)−mB(A)として，B\Aの測度を定める．さらに，互いに素な集合列
{An}について，各 n ∈ Nに対してmB(An)の値が定まるとき，

mB

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

mB(An)

とする．このようにして，測度が定まる集合の範囲を広げる．測度が定まる
集合の全体を Bと書き，これをボレル集合族と呼ぶ．尚，Bに属する集合を
ボレル集合と言う．以下の定理を証明なしで紹介する．

定理 6.8 1. Bはすべての開区間を含む最小の σ-加法族である．

2. (R,B,mB)は測度空間である．

3. Mは Bの完備化である．

注意 6.9 位相空間X に対して，その全ての開集合を含む最小の σ-加法族を
X 上のボレル集合族と呼び，B(X)と書く．

定理 6.8を用いて以下の定理を示すことができる．

定理 6.10 ([5]の定理 3.2を参照) A ⊂ Rがルベーグ可測集合であるための
必要十分条件は，任意の ε > 0に対して，開集合 Gと閉集合 F が存在して，
F ⊂ A ⊂ Gかつm(G\F ) < εとなることである．
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第7週 可測関数
7.1 可測関数とは
次章からいよいよルベーグ積分について議論する．ルベーグ積分は「測度

に関する積分」であるが，その被積分関数は必ず「可測関数」でなければな
らない．つまり，可測関数とは「ルベーグ積分を定義できる関数」である．そ
こでこの章では，可測関数の定義を与え，その基本的性質について議論する．
尚，ここではルベーグ測度空間 (R,M,m)上の可測関数を主たる考察の対象
とする．まず，可測関数は実数だけでなく±∞にも値を取り得る関数として
定義される．そこで，±∞を含む四則演算を以下のように定義しておく:

a+ (±∞) = (±∞) + a = ±∞ for ∀a ∈ R, (±∞) + (±∞) = ±∞,

a× (±∞) = (±∞)× a = ±∞ for ∀a > 0, (±∞)× (±∞) = ∞,

a× (±∞) = (±∞)× a = ∓∞ for ∀a < 0, (±∞)× (∓∞) = −∞,

0× (±∞) = (±∞)× 0 = 0,
a

±∞
= 0 for ∀a ∈ R.

ただし，全て複号同順である．尚，(±∞) − (±∞) は定義しない．さらに，
R∪{−∞,∞}を [−∞,∞]またはRと記述する．また，a ∈ Rに対し，[a,∞]

なども同様に [a,∞] := [a,∞) ∪ {∞}と定義する．

定義 7.1 R上の関数 f がルベーグ可測関数，または単に可測関数とは，R

に値を取り，任意の区間25)I ⊂ Rに対し

f−1(I) = {x ∈ R|f(x) ∈ I} ∈ M

が成立し，さらに f−1({∞}) ∈ M及び f−1({−∞}) ∈ Mをみたすときに言
う．また，Mの代わりに Bを取るとき，f をボレル可測関数，またはボレル
関数という．以後，混乱の恐れがない限り，ルベーグ可測を単に可測と呼ぶ．

注意 7.2 上記の可測関数の定義は，一般の測度空間 (X,A, µ)に対しても有
効である．つまり，関数 f : X → Rが可測である，または A-可測であると
は，任意の区間 I ⊂ Rに対し

f−1(I) = {x ∈ R|f(x) ∈ I} ∈ A

が成立し，さらに f−1({∞}) ∈ A及び f−1({−∞}) ∈ Aをみたすときに言う．

注意 7.3 1. ボレル可測関数は必ずルベーグ可測関数であるが，その逆は
成立しない．ただし，反例は複雑であるため省略する．我々が普段取り
扱う関数はすべてボレル可測であると考えて差し支えない．

25)ここでは，区間として [a,∞) のような無限区間も含めている．
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2. 二つの可測関数 f と g に対して，{x ∈ R|f(x) 6= g(x)}が零集合にな
るとき，f と g は殆ど至るところ (almost everywhere)等しいと言い，
f = g a.e.などと書く．ルベーグ積分論においてはこの二つの関数を実
質的に同一視する．

問題 7.4 f , g, hを可測関数とし，f = g a.e. かつ g = h a.e.が成立すると
き，f = h a.e.となることを示せ．

第 1週で説明したように，ルベーグ積分を定義するためには，この可測関
数の定義はごく自然であることが分かる．以下の定理は本質的である．

定理 7.5 関数 f : R → Rに関して，以下の条件は同値である:

1. f は可測関数である．

2. 任意の a ∈ Rに対して，f−1((a,∞]) ∈ M．

3. 任意の a ∈ Rに対して，f−1([a,∞]) ∈ M．

4. 任意の a ∈ Rに対して，f−1([−∞, a)) ∈ M．

5. 任意の a ∈ Rに対して，f−1([−∞, a]) ∈ M．

証明. (a,∞] = (a,∞) ∪ {∞} であり，f−1((a,∞]) = f−1((a,∞)) ∪
f−1({∞})であることに注意すれば，1⇒2, 1⇒3, 1⇒4, 1⇒5の成立は明らか
である．
2⇒3については，[a,∞] =

∞⋂
n=1

(
a− 1

n
,∞
]
であるから以下が成立する:

f−1([a,∞]) = {x ∈ R|f(x) ∈ [a,∞]} =

{
x ∈ R

∣∣∣f(x) ∈ ∞⋂
n=1

(
a− 1

n
,∞
]}

=

∞⋂
n=1

{
x ∈ R

∣∣∣f(x) ∈ (a− 1

n
,∞
]}

=

∞⋂
n=1

f−1

((
a− 1

n
,∞
])

.

従って，f−1([a,∞]) ∈ Mを得る．同様にして，3⇒4は [−∞, a) = R\[a,∞]

より明らか．4⇒5 は [−∞, a] =

∞⋂
n=1

[
−∞, a+

1

n

)
より，5⇒2 は (a,∞] =

R\[−∞, a]より得られる．
最後に2⇒1を示そう．2～5までの同値性は既に示されているので，f−1({∞})

及び f−1({−∞}) の可測性は明らかである．従って，有界区間 I に対して
f−1(I)が可測であることを示せば十分である．I = [a, b]であるときは，[a, b] =
[a,∞]\(b,∞]であり，f−1(I) = f−1([a,∞])\f−1((b,∞]) ∈ Mとなる．同様
にして，[a, b) = [a,∞]\[b,∞], (a, b] = (a,∞]\(b,∞], (a, b) = (a,∞]\[b,∞]

より，1が成り立つ． □
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注意 7.6 以後，f−1((a,∞])(= {x ∈ R|f(x) > a})を省略して (f > a)と
書く．

命題 7.7 f を R-値関数とする．任意の B ∈ B に対して f−1(B) ∈ Mであ
ることは，f が可測であるための必要十分条件である．

証明. Bはすべての区間を含むので十分性は明らかである．必要性を示そ
う．f は可測とし，

I := {A ∈ B|f−1(A) ∈ M}

とおくと，I ⊂ Bであり，Iはすべての区間を含む．Bはすべての区間を含む
最小の σ-加法族であるから，I が σ-加法族ならば I ⊃ Bが成り立ち，I = B
を得る．従って，題意は成立する．
以下，I が σ-加法族であることを示す．f−1(R) = RよりR ∈ I である．

次に，A ∈ I とすると，f−1(Ac) = {x ∈ R|f(x) /∈ A} = [f−1(A)]cであるか
ら，Ac ∈ I となる．さらに，A1, A2, · · · ∈ I に対して，

f−1

( ∞⋃
n=1

An

)
=

{
x ∈ R

∣∣∣f(x) ∈ ∞⋃
n=1

An

}
=

∞⋃
n=1

{
x ∈ R

∣∣∣f(x) ∈ An

}
∈ M

となり，
∞⋃

n=1

An ∈ I を得る．以上より，I は σ-加法族である． □

問題 7.8 1. fが可測であるとき，任意の開集合G ⊂ Rに対して，f−1(G) ∈
Mであることを示せ．

2. 定数関数，連続関数，単調関数は可測であることを示せ．

3. A ∈ Mであることと，1A が可測であることは同値であることを証明
せよ．

7.2 可測関数の基本的性質
可測関数の性質をいくつか列挙する．

定理 7.9 f と g を可測関数とし，c ∈ Rとする．このとき，f + g, cf , fg,

f ∨ g, f ∧ g, |f |は可測関数である．ただし，f + gにおいて，f(x) + g(x) =

(±∞) + (∓∞)となる x ∈ Rは存在しないものとする．

証明. 任意のa ∈ Rに対して (f + g < a) =
⋃
r∈Q

(f < r) ∩ (g < a− r) ∈ M

であるから，定理 7.5より f+gは可測である．次に，c > 0ならば，(cf < a) =

(f < a/c)より cf は可測である．c = 0のとき cf の可測性は明らか．さらに，
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(−f < a) = (f > −a)より，任意の c ∈ Rに対して cf は可測である．fgの
可測性を示す．まず，a > 0に対して (f2 < a) = (−

√
a < f <

√
a) ∈ Mで

あり，a ≤ 0ならば (f2 < a) = ∅ ∈ Mであるから，f2は可測である．従って，
fg =

1

4
((f + g)2 − (f − g)2)より，fgの可測性が成り立つ．f∨g, f∧g及び |f |

については，(f ∨g < a) = (f < a)∩(g < a), (f ∧g < a) = (f < a)∪(g < a),

(|f | < a) = (f < a) ∩ (f > −a)より可測性が得られる． □

問題 7.10 1. |f |が可測であっても f は可測とは限らないことを示せ．

2. f と gが可測であっても，合成関数 g ◦ f は可測とは限らないことを示
せ．ただし，f はR-値関数とする．

3. 上記において，gがボレル可測ならば g◦f は可測であることを確認せよ．

4. 可測関数 f に対して，f = g a.e.ならば gも可測関数であることを示せ．

問題 7.11 2つの可測関数 f と g に対して，{x ∈ R|f(x) 6= g(x)}が可測集
合であることを証明せよ．

問題 7.12 f 6= 0である可測関数 f に対して，1/f も可測になることを証明
せよ．

定理 7.13 R-値関数 f と可測関数列 {fn}に対して，以下が成立する:

1. N ∈ Nとして，max
n≤N

fn,min
n≤N

fn, sup
n≥1

fn, inf
n≥1

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fnは
可測関数である．

2. fn が f に各点収束するならば，f も可測関数である．

3. 殆どすべての x ∈ Rに対して fn(x) → f(x)であるとき26)，f は可測
である．

証明. 1. まず，max,min sup, inf については，任意の a ∈ Rに対して(
max
n≤N

fn < a

)
=

N⋂
n=1

(fn < a) ∈ M,

(
min
n≤N

fn < a

)
=

N⋃
n=1

(fn < a) ∈ M,

(
sup
n≥1

fn ≤ a

)
=

∞⋂
n=1

(fn ≤ a) ∈ M,

(
inf
n≥1

fn < a

)
=

∞⋃
n=1

(fn < a) ∈ M,

26)より正確には，「ある零集合 N が存在し，任意の x ∈ R\N に対して fn(x) → f(x) であ
るとき」という意味である．
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が成立することより可測である．尚，supの場合のみ等号がついていること
に注意せよ．さらに，lim sup, lim inf については，

lim sup
n→∞

fn = lim
n→∞

sup
m≥n

fm = inf
n≥1

sup
m≥n

fm,

lim inf
n→∞

fn = lim
n→∞

inf
m≥n

fm = sup
n≥1

inf
m≥n

fm,

より可測である．
2. 各 x ∈ Rに対して f(x) := lim

n→∞
fn(x)であるから，f(x) = lim sup

n→∞
fn(x)

が各点で成り立つので，f は可測である．
3. A :=

{
x ∈ R

∣∣∣f(x) = lim
n→∞

fn(x)
}
とおく．このとき，Acは零集合である．

任意の a ∈ Rに対して，

(f < a) = {x ∈ A|f(x) < a} ∪ {x ∈ Ac|f(x) < a}

である．右辺の最初の集合は

{x ∈ A|f(x) < a} =

{
x ∈ A

∣∣∣ lim sup
n→∞

fn(x) < a

}
であるから可測となり，2つ目の集合 {x ∈ Ac|f(x) < a}も零集合Acの部分
集合なので可測である．従って，(f < a) ∈ Mを得る．因みに，Ac 上 f は
どんな値をとっても構わない． □

注意 7.14 1. 上記の定理 7.13の 3における収束を概収束といい，fn → f

a.e.などと書く．各点収束との違いに注意せよ．

2. 定理 7.13の 3は，可測関数列が極限を持つならば再び可測になること
を主張している．この事実はルベーグ積分を考える際に非常に重要で
ある．

3. 一般に，R-値関数の列が各点収束または概収束しているとき，極限関
数はR-値になるとは限らず，±∞にも値を取り得る．このような事情
もあり，可測関数を [−∞,+∞]-値関数として定義するのである．

以下の 2つの定理を証明なしで紹介する:

定理 7.15 (エゴロフ (Egonov)の定理) 有界閉区間 [a, b]上に定義されたR-

値可測関数列 {fn}が関数 f に概収束しているとき，任意の ε > 0に対して，
m(A) < εをみたす可測集合 A ⊂ [a, b]が存在し，[a, b]\A上で {fn}は f に
一様収束する．

定理 7.16 (ルージン (Lusin)の定理) f を有界閉区間 [a, b]上に定義された
R-値可測関数とする．このとき，任意の ε > 0に対して，[a, b]上の連続関数
gでm({x ∈ [a, b]|f(x) 6= g(x)}) < εをみたすものが存在する．
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第8週 ルベーグ積分の定義 1

3つのステップに分けてルベーグ積分を定義する．イントロダクションで
も述べたように，リーマン積分との違いは「横」にたすのか，「縦」にたすの
かの違いである．この点に留意しながら学んで欲しい．尚，ルベーグ積分の
定義は何通りものやり方がある．ここでは，[4]に沿った方法で定義する．

Step 1: 有限個の値だけを取るR-値可測関数 φを単関数と呼ぶ．つまり，φ
の値域は実数の有限集合 {a1, a2, . . . , aN}であり，

An := φ−1({an}), n = 1, 2, . . . , N,

は可測集合となる．従って，φ(x) =
N∑

n=1

an1An
(x)と書ける．尚，{An}は互

いに素な可測集合の有限列で，
N⋃

n=1

An = Rをみたす．このような有限列を

Rの有限可測分割と呼ぶ．φが非負単関数であるとき，つまり各 an が非負
であるとき，φのルベーグ積分を∫

R

φdm :=

N∑
n=1

anm(An) (8.1)

と定義する．ここで，m(An) = ∞の場合も許すので，0 ×∞ = 0と定義し
ておいたのである．

注意 8.1 1. 上記の定義 (8.1)は非負単関数の表現の仕方に依らない．従っ
て，(8.1)は無矛盾 (well-defined)である．

2. 可測集合 A ∈ M上に積分を制限する場合は
∫
A

φdm :=

∫
R

φ1Admと
定義する．

ここで非負単関数のルベーグ積分に関する基本的性質をまとめておく．

定理 8.2 φと ψを非負単関数とする．以下が成立する:

1. φ = 1A，A ∈ M，であるとき，
∫
R

φdm = m(A)．

2. 任意の a ≥ 0に対して，
∫
R

(aφ)dm = a

∫
R

φdm

3.

∫
R

(φ+ ψ)dm =

∫
R

φdm+

∫
R

ψdm．

4. 任意の x ∈ Rに対して φ(x) ≤ ψ(x)ならば，
∫
R

φdm ≤
∫
R

ψdm.
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5. {φk}を非負単関数列とし，任意の x ∈ Rに対して，{φk(x)}k≥1 は非
減少列，かつ， lim

k→∞
φk(x) ≥ ψ(x)をみたすとき，以下が成立する:

lim
k→∞

∫
R

φkdm ≥
∫
R

ψdm. (8.2)

証明. φ, ψ はそれぞれ，N,L ∈ N，非負実数列 {an}, {bl}，Rの有限可
測分割 {An}, {Bl}を用いて

φ(x) =

N∑
n=1

an1An
(x), ψ(x) =

L∑
l=1

bl1Bl
(x)

と書けるものとする．
1. N = 2, a1 = 1, a2 = 0, A1 = A, A2 = Ac と取ればよい．
2. aφも非負単関数であることに注意すれば，積分の定義 (8.1)より明らか．
3. {An ∩Bl}1≤n≤N,1≤l≤Lは有限可測分割であることに注意しよう．従って，

φ(x) + ψ(x) =

N∑
n=1

an1An(x) +

L∑
l=1

bl1Bl
(x)

=

N∑
n=1

L∑
l=1

an1An(x)1Bl
(x) +

N∑
n=1

L∑
l=1

bl1An(x)1Bl
(x)

=

N∑
n=1

L∑
l=1

(an + bl)1An
(x)1Bl

(x)

=

N∑
n=1

L∑
l=1

(an + bl)1An∩Bl
(x)

となり，φ+ ψも非負単関数となる．よって，以下が成立する:∫
R

(φ+ ψ)dm =

N∑
n=1

L∑
l=1

(an + bl)m(An ∩Bl)

=

N∑
n=1

an

L∑
l=1

m(An ∩Bl) +

L∑
l=1

bl

N∑
n=1

m(An ∩Bl)

=

N∑
n=1

anm(An) +

L∑
l=1

blm(Bl) =

∫
R

φdm+

∫
R

ψdm.

4. An ∩Bl 6= ∅であるとき，an ≤ bl となる．よって，以下が成立する:∫
R

φdm =

N∑
n=1

anm(An) =

N∑
n=1

L∑
l=1

anm(An ∩Bl)

≤
L∑

l=1

N∑
n=1

blm(An ∩Bl) =

L∑
l=1

blm(Bl) =

∫
R

ψdm.
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5. まず，B := {x ∈ R|ψ(x) > 0}とおく．さらに，k, j ∈ Nに対して，

Ak
j :=

{
x ∈ R

∣∣∣φk(x) ≥ ψ(x)− 1

j

}
とする．m(B) = ∞と仮定する．このとき，任意の k, j ∈ Nに対して，∫

R

φkdm ≥
∫
R

φk1Bdm ≥
∫
R

φk1B∩Ak
j
dm

が成立する．ここで，ψの値域が有限集合であることに注意して，α := min
x∈B

ψ(x)

とする．また，1

j
< αとなる j ∈ Nを固定する．この定理の 1,2及び 4より
∫
R

φk1B∩Ak
j
dm ≥

(
α− 1

j

)
m(B ∩Ak

j )

が成立する．一方，集合列 {Ak
j }k≥1 は非減少列で

∞⋃
k=1

Ak
j = R となる．よ

って，定理 6.3 より lim
k→∞

m(B ∩Ak
j ) = m(B ∩ R) = m(B) = ∞ となり，

lim
k→∞

∫
R

φkdm = ∞であるから，不等式 (8.2)を得る．

次に m(B) < ∞とする．ここでも 1

j
< αとなる j ∈ Nを一つ取る．こ

のとき，β := max
x∈B

ψ(x)と定義し，Ak
j 及び Bの定義，φk の非負性に注意す

ると ∫
R

φkdm ≥
∫
R

φk1B∩Ak
j
dm ≥

∫
R

(
ψ − 1

j

)
1B∩Ak

j
dm

=

∫
R

ψ1B∩Ak
j
dm− 1

j
m(B ∩Ak

j )

=

∫
R

ψ1Bdm−
∫
R

ψ1B\Ak
j
dm− 1

j
m(B ∩Ak

j )

≥
∫
R

ψdm− βm(B\Ak
j )−

1

j
m(B)

を得る．ここで，{Ak
j }k≥1の増大性より lim

k→∞
m(B\Ak

j ) = m

(
B ∩

∞⋂
k=1

(Ak
j )

c

)

となるが，x ∈ (Ak
j )

cのとき φk(x) < ψ(x)− 1

j
であるから，x ∈

∞⋂
k=1

(Ak
j )

cで

あるとき lim
k→∞

φk(x) ≥ ψ(x)は成立し得ない．よって， lim
k→∞

m(B\Ak
j ) = 0を

得る．従って，
lim
k→∞

∫
R

φkdm ≥
∫
R

ψdm− 1

j
m(B)

が成立する．最後に，j → ∞とすれば，m(B) <∞より (8.2)を得る． □
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注意 8.3 定理 8.2の 4と 5における「任意の x ∈ R」は「殆ど至るところ」
に書き換えても成立する．例えば 4は「φ ≤ ψ a.e.ならば」に書き換えられ
る．ルベーグ積分論において零集合は実質的に無視しても構わないので，今
後は「a.e.」も省略し単に「φ ≤ ψ」と書くこともある．また，定理 8.2の 5

では非負単関数の非減少列 {φk}を扱っているが，これも「任意の k ∈ Nに
対して φk ≤ φk+1 a.e.」としても 5の主張は成り立つ．今後，可測関数列が
非減少または非増大と言うときはこのような意味のものを指し，さらに「殆
ど至るところ」や「a.e.」の文言も省略することがある．

Step 2: 次に，一般の非負可測関数 f に対するルベーグ積分を定義しよう．
f に対して，f を越えない非負単関数の積分全体を

Y (f) :=

{∫
R

φdm
∣∣∣0 ≤ φ ≤ f, φは非負単関数

}
と書いて，f のルベーグ積分をその supで定義する．つまり，∫

R

f(x)dm := supY (f) (8.3)

と定義する．

注意 8.4 非負可測関数に対するルベーグ積分には別の定義がある．f に概収
束する非負単関数の非減少列 {φn}に対して，∫

R

fdm := lim
n→∞

∫
R

φndm (8.4)

と定義することも可能である．この定義が無矛盾であるためには，f に概収
束する非負単関数の任意の非減少列 {φn}に対して，極限 lim

n→∞

∫
φndmの値

が一致していなければならない．実はこのことは定理 8.2の 5より保証され
る27)．さらに，2つの定義 (8.3)と (8.4)が同値であることも定理 8.2の 5よ
り示される．また，このような非減少列 {φn}が必ず存在することも確認し
なければならない．今，n, k ∈ Nに対して，

An
k :=

{
x ∈ R

∣∣∣k − 1

2n
≤ f(x) <

k

2n

}
, An := {x ∈ R|f(x) ≥ n},

とおく．f は可測なので An
k 及び An は可測集合となる．ここで，

φn(x) :=

n2n∑
k=1

k − 1

2n
1An

k
(x) + n1An

とおくと，{φn}は f に各点収束する非負単関数の非減少列となる．この定
義 (8.4)より，ルベーグ積分が「横」の短冊の和によって定義されていること
がイメージできるであろう．
27)何故保証されるのかについて考えることは良い演習問題であろう．
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第9週 ルベーグ積分の定義 2

非負可測関数に対するルベーグ積分の諸性質を示すことから始めよう．

定理 9.1 f と gを非負可測関数とする．以下が成立する:

1. a, b ≥ 0に対して，
∫
R

(af + bg)dm = a

∫
R

fdm+ b

∫
R

gdm．

2. f ≤ gならば，
∫
R

fdm ≤
∫
R

gdm．

3. A, B ∈ Mかつ B ⊂ Aならば，
∫
B

fdm ≤
∫
A

fdm．

4. Aが零集合ならば，
∫
A

fdm = 0．

5. A, B ∈ Mかつ A ∩B = ∅ならば，
∫
A∪B

fdm =

∫
A

fdm+

∫
B

fdm．

6. (平均値の定理) A上 a ≤ f ≤ bならば，am(A) ≤
∫
A

fdm ≤ bm(A)．

7. f = 0 a.e.と
∫
R

fdm = 0は同値である．

証明. 1. まず，a ≥ 0に対して
∫
R

(af)dm = a

∫
R

fdmが成立することを
示す．a > 0として一般性を失わない．φが φ ≤ f なる非負単関数であると
き，aφも非負単関数で aφ ≤ af をみたす．一方，φ̃ ≤ af なる非負単関数 φ̃

に対して，φ̃ = aφによって非負単関数 φを定義すれば，φ ≤ f をみたす．以
上より∫

R

(af)dm = sup

{∫
R

φ̃dm
∣∣∣0 ≤ φ̃ ≤ af

}
= sup

{∫
R

(aφ)dm
∣∣∣0 ≤ φ ≤ f

}
= a sup

{∫
R

φdm
∣∣∣0 ≤ φ ≤ f

}
= a

∫
R

fdm

が成立する．ここで，最初と最後の等号は第 8週の Step 2より，3つ目の等
号は定理 8.2の 2より成立する．
残りは a = b = 1として

∫
R

(f + g)dm =

∫
R

fdm+

∫
R

gdmを示せば十分
である．{φn}n≥1 と {ψn}n≥1 を，それぞれ f と g に収束する非負単関数の
非減少列とする．このとき，{φn +ψn}n≥1は f + gに収束する非負単関数の
非減少列であるから，定義 (8.4)と定理 8.2の 3より以下が成立する:∫

R

(f + g)dm = lim
n→∞

∫
R

(φn + ψn)dm = lim
n→∞

∫
R

φndm+ lim
n→∞

∫
R

ψndm

=

∫
R

fdm+

∫
R

gdm.
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2. 非負単関数 φが φ ≤ f をみたすとき，φ ≤ gもみたすことより成立する．
3. 注意 8.1及びこの定理の 2より，∫

B

fdm =

∫
f1Bdm ≤

∫
f1Adm =

∫
A

fdm.

4. 0 ≤ φ ≤ f1A をみたす非負単関数 φは Ac 上 0であり，β := max
x∈A

φ(x)は

有限である．よって，
∫
R

φdm ≤ βm(A) = 0となる．従って，定義 (8.3)よ

り
∫
A

fdm =

∫
R

f1Adm = 0となる.

5. 1A∪B = 1A + 1B より成立．
6. g := a1A とすると，A上 g ≤ f であり，この定理の 2より

am(A) =

∫
A

gdm ≤
∫
A

fdm

が成立する．もう一つの不等号も同様にして示せる．
7. f = 0 a.e.とする．A = (f = 0)とおくと，Ac は零集合であり，上記の 4

及び 5より ∫
R

fdm =

∫
A

fdm+

∫
Ac

fdm =

∫
A

fdm = 0

となる．逆を示そう．
∫
R

fdm = 0 とする．任意の n ∈ N に対して An =

(f > 1/n)とおく．この定理の 3と 6より，
∫
R

fdm ≥
∫
An

fdm ≥ 1

n
m(An)

が成立する．よって，任意の n ∈ Nに対して An は零集合である．ここで，
(f > 0) =

∞⋃
n=1

An より (f > 0)は零集合．以上より f = 0 a.e.となる． □

問題 9.2 f を非負可測関数とする．このとき，A, B ∈ Mに対し，∫
A∪B

fdm+

∫
A∩B

fdm =

∫
A

fdm+

∫
B

fdm

が成立することを示せ．

Step 3: 一般の可測関数に対するルベーグ積分を定義する．まず，

f+ := f ∨ 0 = max(f, 0), f− := (−f) ∨ 0 = max(−f, 0)

とおく．つまり，f = f+ − f− と |f | = f+ + f− が成立する．尚，f が可測
であることと，f+と f−が共に可測であることは同値である．可測関数 f に
対して

∫
R

f+dmと
∫
R

f−dmが共に有限であるとき，f は可積分であるとい
い，可積分関数の全体を L1(R)または単に L1 と書く．さらに，f に対する
ルベーグ積分を ∫

R

fdm :=

∫
R

f+dm−
∫
R

f−dm
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と定義する．尚，f が可積分ならば
∫
R

fdmの値は有限となる．また，少なく

とも
∫
R

f+dmと
∫
R

f−dmのどちらか一方が有限であるときは，±∞も含め

て積分
∫
R

fdmの値は確定する．このとき，f を積分確定な関数と呼ぶ．一

方，
∫
R

f+dm =

∫
R

f−dm = ∞のときは，∞−∞の不定形になり，
∫
R

fdm

は定義できない．

問題 9.3 f , gを積分確定な関数とする．以下を示せ．

1.

∫
R

|f |dm =

∫
R

f+dm+

∫
R

f−dm.

2.

∣∣∣∣∫
R

fdm

∣∣∣∣ ≤ ∫
R

|f |dm.

3. (単調性) f ≤ gならば，
∫
R

fdm ≤
∫
R

gdm．

4. (線形性) L1はベクトル空間である．つまり，f , g ∈ L1，a, b ∈ Rに対し
て，af+bg ∈ L1である．さらに，

∫
R

(af + bg)dm = a

∫
R

fdm+ b

∫
R

gdm

が成立する.

命題 9.4 (チェビシェフ (Chebyshev)の不等式) f を可測関数とする．a >
0, p > 0に対して，

m(|f | ≥ a) ≤ 1

ap

∫
R

|f |pdm

が成立する．

証明. A = (|f | ≥ a)とおく．このとき，定理 9.1の諸結果と非負可測関
数の積分値は非負になることを用いて，∫

R

|f |pdm =

∫
A

|f |pdm+

∫
Ac

|f |pdm ≥
∫
A

apdm = apm(A)

を得る． □

命題 9.5 可測関数 f が可積分ならば |f | <∞ a.e.となる．

証明. A = (|f | = ∞)とし，m(A) > 0と仮定する．任意のM > 0に対
して A上 |f | ≥M であるから，∫

R

|f |dm ≥
∫
A

|f |dm ≥Mm(A)

が任意のM > 0に対して成立する．従って，
∫
R

|f |dm = ∞となり矛盾．よっ
て，|f | <∞ a.e.となる． □
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命題 9.6 2つの可積分関数 f , gに対して以下が成立する:．

1. 任意の A ∈ Mに対して
∫
A

fdm ≤
∫
A

gdmならば f ≤ gである．

2. 任意の A ∈ Mに対して
∫
A

fdm =

∫
A

gdmならば f = gである．

証明. 2 は 1 が示されれば明らかなので，1 のみ示そう．f ≤ g a.e. で
ないとする．つまり，A = (f > g) としたとき，m(A) > 0 と仮定する．
今，n ∈ N に対して，An =

(
f − g ≥ 1

n

)
とすると，A =

∞⋃
n=1

An である．

An 及び Aの可測性も明らか．{An}は非減少列であるから，定理 6.3より
m(A) = lim

n→∞
m(An)が成立する．よって，m(A) > 0より十分大きな n ∈ N

に対してm(An) > 0となる．そのような n ∈ Nに対して (f − g)1A ≥ 1

n
1An

が成り立つので，定理 9.1の 2より
∫
R

(f − g)1Adm ≥
∫
R

1

n
1Andm > 0が成

立する．ところが，仮定より 0 ≥
∫
A

fdm−
∫
A

gdm =

∫
R

(f − g)1Admとな
るので矛盾が生じる．よって，m(A) = 0となる． □

問題 9.7 f を積分確定な関数とする．A ∈ Mに対して，以下が成立するこ
とを示せ:

m(A) inf
A
f ≤

∫
A

fdm ≤ m(A) sup
A
f.

問題 9.8 fを可積分関数とする．このとき，任意の ε > 0に対して，ある δ > 0

が存在し，m(A) < δとなる任意のボレル集合 A ∈ Bに対して
∫
A

|f |dm < ε

が成り立つことを証明せよ．
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第10週 ルベーグの収束定理 1

次章，ルベーグ積分論における最大の山場ともいうべきルベーグの収束定
理28)を証明する．これは極限 limと積分

∫
の交換に関するものであり，「ど

のような条件の下で交換可能となるのか」を明確にしている点が重要である．
リーマン積分を用いて極限と積分の交換可能条件を述べようとすると，一様
収束等の概念が必要となり複雑になる29)．一方，ルベーグ積分を用いると，
この交換可能条件を簡潔に書くことができる．証明は，単調収束定理，ファ
トゥ(Fatou)の補題，ルベーグの収束定理の順で示すのが定石である．この
章では単調収束定理とファトゥの補題を証明する．これらは単にルベーグの
収束定理を示すための準備に留まらず，それ自身非常に有用な結果である．
以下ではルベーグ測度空間 (R,M,m)上で議論するが，同様の議論は一般

の測度空間上でも成立することに注意されたい．

定理 10.1 (単調収束定理) 非負可測関数の非減少列 {fn}がある可測関数 f

に概収束しているとき，つまり， lim
n→∞

fn = f a.e.であるとき，以下が成立
する:

lim
n→∞

∫
R

fndm =

∫
R

fdm.

証明. 各 n ∈ Nに対して，fnに収束する非負単関数の非減少列 {φk
n}k≥1

を取る:
φ1
1 ≤ φ2

1 ≤ · · · ≤ φk
1 ≤ . . .→ f1

φ1
2 ≤ φ2

2 ≤ · · · ≤ φk
2 ≤ . . .→ f2

...
...

φ1
n ≤ φ2

n ≤ · · · ≤ φk
n ≤ . . .→ fn

...
...

今，ψk := max{φk
1 , φ

k
2 , . . . , φ

k
k} とおくと，任意の k ∈ N に対して ψk ≤

ψk+1 ≤ f が成立し，さらに n = 1, 2, . . . , k に対して φk
n ≤ ψk が成立する．

よって，これらの不等式において kに関する極限を取れば，各 n ∈ Nに対し
て fn ≤ lim

k→∞
ψk ≤ f が成立する．従って，{ψk}は f に収束する非負単関数の

非減少列である．よって，ルベーグ積分の定義より
∫
R

fdm = lim
k→∞

∫
R

ψkdm

であり，ψk ≤ fk であるから，∫
R

fdm = lim
k→∞

∫
R

ψkdm ≤ lim
k→∞

∫
R

fkdm ≤
∫
R

fdm

を得る．最後の不等号は fk ≤ f による．よって，定理 10.1が成立する． □

28)本講義ではルベーグの優収束定理とルベーグの有界収束定理をまとめてルベーグの収束定理
と呼んでいる．
29)この点については注意 11.5 を参照せよ．
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注意 10.2 1. 実は，定理 10.1において可測関数の非減少列 {fn}は非負で
ある必要はない．例えば，各 fnが可積分であるならば，gn := fn − f1

とすれば {gn}は非負可測関数の非減少列となり，{fn}に対して定理
10.1と同じ結論が得られるのである．

2. fn(x) = −1[n,∞)(x)とすると，これは非減少列であり 0に各点収束す
る．ただし，非負でも可積分でもない．一方，

∫
R

fndm = −∞である
から定理 10.1は成立しない．

命題 10.3 (正項級数の項別積分定理) 非負可測関数列 {fn}に対し，以下が
成立する: ∫

R

∞∑
n=1

fndm =

∞∑
n=1

∫
R

fndm.

証明. gk :=

k∑
n=1

fn とおくと，{gk}は非負可測関数の非減少列で，

lim
k→∞

gk =

∞∑
n=1

fn a.e.

が成り立つ．従って，単調収束定理 (定理 10.1)及び定理 9.1の 1より以下が
成立する: ∫

R

∞∑
n=1

fndm = lim
k→∞

∫
R

gkdm = lim
k→∞

∫
R

k∑
n=1

fndm

= lim
k→∞

k∑
n=1

∫
R

fndm =

∞∑
n=1

∫
R

fndm.

□

問題 10.4 0 < x < 1に対して，1 + x+ x2 + · · · = (1− x)−1 を積分するこ
とによって，1 +

1

2
+

1

3
+ · · · = ∞が成り立つことを証明せよ．

問題 10.5 fを可積分とし，fn = f1[−n,n]とおく．このとき，lim
n→0

∫
R

|f − fn|dm = 0

となることを示せ．

系 10.6 非負可測関数列{fn}が
∞∑

n=1

∫
R

fndm <∞をみたすとき，
∞∑

n=1

fn <∞

a.e.である．
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定理 10.7 (ファトゥの補題) 非負可測関数列 {fn}に対して，

lim inf
n→∞

∫
R

fndm ≥
∫
R

lim inf
n→∞

fndm

が成立する．

証明. n ∈ Nに対して，gn := inf
k≥n

fkとおくと，{gn}は非減少列で，gn ≤

fnかつ lim
n→∞

gn = lim inf
n→∞

fnをみたす．よって，単調収束定理 (定理 10.1)よ
り以下が成立する:

lim inf
n→∞

∫
R

fndm ≥ lim inf
n→∞

∫
R

gndm = lim
n→∞

∫
R

gndm

=

∫
R

lim
n→∞

gndm =

∫
R

lim inf
n→∞

fndm.

□

命題 10.8 f を非負可測関数とし，任意の A ∈ Mに対して

Φ(A) :=

∫
A

fdm =

∫
R

f1Adm

とおくと，Φは可測空間 (R,M)上の測度である．

証明. 5.2節にある測度の定義に沿って，Φが (R,M)上の測度であるこ
とを示す．まず，f1A は非負可測関数なので，定理 9.1 より A ∈ M に対
して Φ(A) ≥ 0となる．次に，再び定理 9.1より Φ(∅) =

∫
∅ fdm = 0 とな

る．さらに，{An} を互いに素である可測集合の列とし，各 k ∈ N に対し
て gk := f1∪k

n=1 An
とおく．このとき，{gk} は可測関数の非減少列であり，

gk → f1∪∞
n=1 An

a.e.である．従って，定理 9.1，定理 10.1及び {An}が互い
に素であることより

Φ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∫
∪∞

n=1 An

fdm =

∫
R

f1∪∞
n=1 An

dm =

∫
R

lim
k→∞

gkdm

= lim
k→∞

∫
R

gkdm = lim
k→∞

∫
∪k

n=1 An

fdm = lim
k→∞

k∑
n=1

∫
An

fdm

=

∞∑
n=1

Φ(An)

が成り立つ．よって，Φは σ-加法性を持つ． □
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第11週 ルベーグの収束定理 2

前章は単調収束定理 (定理 10.1)を示し，それを用いてファトゥの補題 (定
理 10.7)を示した．ここでは，定理 10.7を用いてルベーグの優収束定理を証
明する．さらに，ルベーグの有界収束定理も紹介するが，これは優収束定理
から直ちに導かれる．

11.1 ルベーグの収束定理
定理 11.1 (ルベーグ (Lebesgue)の優収束定理) 可測関数列 {fn}と可測関
数 f が

1. fn → f a.e.,

2. ある可積分関数 hが存在して，任意の n ≥ 1に対して |fn| ≤ h a.e.,

をみたすならば，f も可積分で

lim
n→∞

∫
R

fndm =

∫
R

fdm (11.1)

が成立する．

証明. まず，f が可積分であることは条件より従う．次に，{fn + h}は
非負可測関数列であるから，ファトゥの補題 (定理 10.7)より

lim inf
n→∞

∫
R

(fn + h)dm ≥
∫
R

lim inf
n→∞

(fn + h)dm

が成立する．よって，

lim inf
n→∞

∫
R

fndm+

∫
R

hdm ≥
∫
R

lim inf
n→∞

fndm+

∫
R

hdm

であり，hは可積分であるから，{fn}が f に概収束することも併せると

lim inf
n→∞

∫
R

fndm ≥
∫
R

lim inf
n→∞

fndm =

∫
R

fdm (11.2)

を得る．一方，{−fn + h}も非負可測関数列であるから，再び定理 10.7より

lim inf
n→∞

∫
R

(−fn + h)dm ≥
∫
R

lim inf
n→∞

(−fn + h)dm

が成立する．上記と同様の計算によって，

− lim sup
n→∞

∫
R

fndm = lim inf
n→∞

∫
R

(−fn)dm ≥
∫
R

lim inf
n→∞

(−fn)dm

=

∫
R

(−f)dm = −
∫
R

fdm (11.3)

を得る．(11.2)と (11.3)より，
∫
R

fndmは極限を持ち (11.1)が成立する．□
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系 11.2 (ルベーグの有界収束定理) Aをm(A) < ∞をみたす可測集合とす
る．可測関数列 {fn}と可測関数 f が

1. fn → f a.e.,

2. M > 0が存在して，任意の n ≥ 1に対して |fn| ≤M a.e. on A,

をみたすならば，
lim
n→∞

∫
A

fndm =

∫
A

fdm

が成立する．

問題 11.3 0 < x < 1に対して，1− x+ x2 − x3 + · · · = (1 + x)−1を積分す
ることによって，1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · = log 2が成り立つことを証明せよ．

例 11.4 A上の可測関数列 {fn}と可積分関数 f が fn → f a.e. をみたして
いても，ルベーグの収束定理 (定理 11.1及び系 11.2)の条件をみたしていな
ければ極限と積分の交換は成立しないことを，2つの反例を挙げて確認する．

1. A = (0, 1], f = 0,

fn(x) =

{
n (x ≤ 1/n),

0 (x > 1/n).

2. A = R, f = 0,

fn(x) =

{
1 (x ∈ [n, n+ 1)),

0 (その他).

これらどちらの場合も
∫
A

fndm = 1 6= 0 =

∫
A

fdmとなり，極限と積分の交
換は成立しない．

注意 11.5 極限と積分の交換定理をリーマン積分の枠組みで議論すると，以
下のように与えられる: 有界閉区間 I 上の連続関数の列 {fn}が一様収束して
いれば，

lim
n→∞

∫
I

fn(x)dx =

∫
I

lim
n→∞

fn(x)dx (11.4)

が成立する．
(11.4)の証明の概略を述べよう．まず，{gn}が gに I 上一様収束するとは，

任意の ε > 0に対してあるN0 ∈ Nが存在し，n ≥ N0 ⇒ sup
x∈I

|gn(x)−g(x)| < ε

が成り立つときに言う．例えば，I = [0, 1], gn(x) = xnであるとき，{gn}は
g(x) = 1{1}(x)に各点収束するが一様収束はしない．尚，連続関数列の一様
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収束極限は連続関数であり，連続関数はリーマン積分可能であることに注意
しよう．今，ε > 0を任意に固定し，十分大きな nを取る．このとき，∣∣∣∣∫

I

(fn(x)− f(x))dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
I

|fn(x)− f(x)|dx ≤ ε|I|

を得る．よって，(11.4)が成立する．

問題 11.6 {fn}を有界閉区間 I 上の (連続とは限らない)関数列で，各 fnは
リーマン積分可能かつ有界であるとし，f に一様収束しているものとする．こ
のとき，f もリーマン積分可能であることを示し，(11.4)が成立することを
確認せよ．

11.2 ルベーグの収束定理の応用
ルベーグの収束定理から導かれる定理や命題を紹介する．

定理 11.7 (微分と積分の交換) A ∈ Mとし，f(t, x)を (a, b) × A上で定義
された関数で以下の条件をみたすものとする．

1. 各 t ∈ (a, b)に対し f(t, x)は x ∈ Aの関数として可積分．

2. 各 x ∈ Aに対し f(t, x)は t ∈ (a, b)の関数として偏微分可能．

3. A上で定義された可積分関数 gが存在し，任意の (t, x) ∈ (a, b)×Aに
対して

|ft(t, x)| ≤ g(x)

が成立する．ただし，ft は f の tに関する偏微分である．

このとき，
∫
A

f(t, x)dmは t ∈ (a, b)に関して微分可能で，

d

dt

∫
A

f(t, x)dm =

∫
A

ft(t, x)dm (11.5)

が成立する．

証明. t ∈ (a, b)とする．t + h ∈ (a, b)をみたすように h 6= 0を取り，A
上の関数 gh を

gh(x) :=
f(t+ h, x)− f(t, x)

h

と定義する．f は (a, b)上微分可能なので，平均値の定理より，θ ∈ (t, t+ h)

(h が負ならば θ ∈ (t + h, t)) が存在し，ft(θ, x) = gh(x) となる．よって，
|gh(x)| = |ft(θ, x)| ≤ g(x)が成立する．ゆえに，ghに対してルベーグの優収
束定理 (定理 11.1)を用いると以下が成立する:

lim
h→0

∫
A

ghdm =

∫
A

ft(t, x)dm. (11.6)
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(11.6) の左辺は，h を右から 0 に近づけても左から近づけても，同じ極限∫
A

ft(t, x)dmに収束することを意味している．この点に注意すると，

lim
h→0

∫
A

ghdm = lim
h→0

∫
A

f(t+ h, x)− f(t, x)

h
dm

= lim
h→0

1

h

{∫
A

f(t+ h, x)dm−
∫
A

f(t, x)dm

}
=

d

dt

∫
A

f(t, x)dm

となることから，
∫
A

f(t, x)dmは t ∈ (a, b)について微分可能であり，(11.5)

が成立する． □

注意 11.8 (11.6)では，関数の族 {gh}に対して定理 11.1を用いている．hは
連続パラメーターなので，厳密な意味では定理 11.1をそのまま用いることは
できない．しかし，h =

1

n
などとして n→ ∞とすれば良いので，{gh}に対

しても定理 11.1を用いることができるのである．

定理 11.9 (ベッポ・レヴィ(Beppo-Levi)の項別積分定理) 可測関数列{fn}

が
∞∑

n=1

∫
R

|fn|dm <∞をみたすとき，級数
∞∑

n=1

fn は可積分関数に概収束し，

∫
R

∞∑
n=1

fndm =

∞∑
n=1

∫
R

fndm

をみたす．

証明. 命題 10.3より∫
R

∞∑
n=1

|fn|dm =

∞∑
n=1

∫
R

|fn|dm

が成立する．この右辺は有限なので，
∞∑

n=1

|fn|は可積分である．よって，命題

9.5より
∞∑

n=1

|fn| <∞ a.e.となる．つまり，無限級数
∞∑

n=1

fn(x)は a.e.で絶

対収束している．各 k ∈ Nに対して gk :=

k∑
n=1

fnとおくと，gk ≤
∞∑

n=1

|fn|で

あり， lim
k→∞

gk =

∞∑
n=1

fn a.e.であるから，ルベーグの優収束定理 (定理 11.1)
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より∫
R

∞∑
n=1

fndm =

∫
R

lim
k→∞

gkdm = lim
k→∞

∫
R

gkdm

= lim
k→∞

∫
R

k∑
n=1

fndm = lim
k→∞

k∑
n=1

∫
R

fndm =

∞∑
n=1

∫
R

fndm

が成立する． □

命題 11.10 f を可積分関数，{An}を互いに素な可測集合の列とするとき，
以下が成立する: ∫

∪∞
n=1 An

fdm =

∞∑
n=1

∫
An

fdm. (11.7)

証明. 各 n ∈ Nに対して fn := f1An
とおくと，定理 9.1の 3及び 5，f

の可積分性より
∞∑

n=1

∫
R

|fn|dm =

∞∑
n=1

∫
An

|f |dm = lim
N→∞

N∑
n=1

∫
An

|f |dm

= lim
N→∞

∫
∪N

n=1 An

|f |dm ≤ lim
N→∞

∫
R

|f |dm =

∫
R

|f |dm <∞

が成立する．従って，定理 11.9より∫
R

∞∑
n=1

fndm =

∞∑
n=1

∫
R

fndm =

∞∑
n=1

∫
An

fdm

となる．一方，∫
∪∞

n=1 An

fdm =

∫
R

1∪∞
n=1 An

fdm =

∫
R

∞∑
n=1

1An
fdm =

∫
R

∞∑
n=1

fndm

が成立することより (11.7)を得る． □
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第12週 リーマン積分とルベーグ積分の違い
12.1 リーマン積分とルベーグ積分
この節を通して f は [a, b]上定義された有界関数とする．ここでは，f に関

する [a, b]上の積分において，ルベーグ積分がリーマン積分の拡張になってい
ることを示す．準備として以下の命題を証明する．

命題 12.1

inf

{∫
[a,b]

ψdm
∣∣∣ψは単関数, ψ ≥ f

}
= sup

{∫
[a,b]

φdm
∣∣∣φは単関数, φ ≤ f

}
(12.1)

が成立するとき，fは可測である．また，そのとき (12.1)の両辺の値は
∫
[a,b]

fdm

に等しい．

注意 12.2 証明は与えないが命題 12.1の逆も成立する．つまり，f が可測な
らば (12.1)が成立する．

命題 12.1の証明. 関数 f は有界なので，十分大きな定数M > 0を取
れば f +M は非負になる．よって，初めから f は非負であると仮定しても
一般性を失わない．(12.1) の左辺及び右辺の値を Σ とする．このとき，単
関数の列 {φn}で，φn ≤ f かつ

∫
[a,b]

φndm→ Σをみたすものが存在する．

同様にして，単関数の列 {ψk} で，ψk ≥ f かつ
∫
[a,b]

ψkdm→ Σ をみたす
ものが存在する．ここで，各 n, k ∈ Nに対して，φ̃n := max{φ1, . . . , φn},
ψ̃k := min{ψ1, . . . , ψk}と定義すれば，{φ̃n}は非減少列となり，{ψ̃k}は非増
大列となる．さらに，

φ̃1 ≤ φ̃2 ≤ · · · ≤ φ̃n ≤ · · · ≤ f ≤ · · · ≤ ψ̃k ≤ · · · ≤ ψ̃2 ≤ ψ̃1

が成立することに注意する．ここで，φ := lim
n→∞

φ̃n, ψ := lim
k→∞

ψ̃k とおくと，
φ及び ψは可測で，φ ≤ f ≤ ψ a.e.をみたす．今，

A := {x ∈ [a, b]|ψ(x) > φ(x)}

とおく．もしm(A) = 0であれば，f = φ = ψ a.e.となり，問題 7.10の 4より
f の可測性が得られる．さらに，単調収束定理 (定理 10.1)より

∫
[a,b]

fdm = Σ

も成り立つ．
そこでm(A) = 0を示そう．i ∈ Nに対して，

Ai :=

{
x ∈ [a, b]|ψ(x)− φ(x) >

1

i

}
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とおくと，{Ai}は非減少列で，A =

∞⋃
i=1

Ai をみたす．任意の n, i ∈ Nに対

して，ψ̃n − φ̃n ≥ ψ − φ ≥ 1

i
1Ai が成立するので，∫

[a,b]

(ψ̃n − φ̃n)dm ≥
∫
[a,b]

(ψ − φ)dm ≥
∫
[a,b]

1

i
1Ai

dm =
1

i
m(Ai)

を得る．n→ ∞を取れば，(12.1)より左辺は 0に収束する．従って，任意の
i ∈ Nに対してm(Ai) = 0となる．よって，m(A) = 0が成り立つ． □

ここでルベーグ積分がリーマン積分の拡張になっていることを証明しよう．

定理 12.3 f がリーマン積分可能であれば可測であり，リーマン積分とルベー
グ積分の値は一致する．

証明. f はリーマン積分可能であるとする．まず，(12.1)が成立しているこ
とを示す．[a, b]の分割∆ : a = x0 < x1 < · · · < xk = bに対して，各部分区間
[xi−1, xi]上でMi = sup

x∈[xi−1,xi]

f(x)を取る関数を ψ∆ とする．尚，∆の分点
xiにおける ψ∆の値はMiでもMi+1でもどちらでも良い．同様にして，各部
分区間 [xi−1, xi]上でmi = inf

x∈[xi−1,xi]
f(x)を取る関数を φ∆とする．ψ∆及び

φ∆は単関数であり，ψ∆ ≥ f ≥ φ∆をみたす．さらに，S∆(f) =

∫
[a,b]

ψ∆dm

及び s∆(f) =

∫
[a,b]

φ∆dmが成り立つ．また，任意の分割∆に対して，

S∆(f) ≥ (12.1)の左辺 ≥ (12.1)の右辺 ≥ s∆(f)

が成り立つ．fはリーマン積分可能なので，定理 1.5より，任意の ε > 0に対し
て，S∆(f)−s∆(f) < εをみたす分割∆が存在する．以上より，(12.1)が成立し，
命題 12.1より f の可測性が得られ，積分値

∫
[a,b]

fdmは (12.1)に等しい．一

方，リーマン積分
∫ b

a

f(x)dxの値は S(f) = inf
∆
S∆(f)及び s(f) = sup

∆
s∆(f)

に等しい．従って，
∫
[a,b]

fdm =

∫ b

a

f(x)dxが成立する． □

12.2 広義積分
この節では広義積分について議論する30)．まず，∫ ∞

0

sinx

x
dx (12.2)

30)この節の内容は [5] の第 1 章に基づいている．
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をリーマン積分の枠組みで考察したい．リーマン積分は有界閉区間上の有界
関数に対して定義されるので，(12.2)は通常のリーマン積分の枠では捉える
ことができない．まず，被積分関数が x = 0で定義できないことが問題とな
る．ただ， lim

x→0

sinx

x
= 1なので，例えば，∫ 1

0

sinx

x
dx = lim

ε→0

∫ 1

ε

sinx

x
dx

とすれば，少なくとも区間 [0, 1]上では積分が定義できる．一方，積分区間を
無限大に拡張することは可能であろうか? 一般には∫ ∞

1

sinx

x
dx = lim

N→∞

∫ N

1

sinx

x
dx

とすれば，有界でない区間でも積分が定義できる．ここで，部分積分より∫ N

1

sinx

x
dx =

[
−cosx

x

]N
1
−
∫ N

1

cosx

x2
dx

となり， lim
N→∞

∫ N

1

1

x2
dx <∞より，右辺の極限は収束することが分かる．こ

のように，被積分関数が発散するなどして区間の端点で定義できない場合や，
積分区間が有界でない場合に，極限操作により積分を定義することができる．
このような積分を広義積分と呼ぶ．これは通常のリーマン積分とは全く異な
る積分であることに注意されたい．実際，英語では improper integral(異常積
分)と呼ぶ．
次に (12.2)をルベーグ積分で捉えるとどうなるであろうか? 被積分関数を

f と書く．つまり，f(x) = sinx

x
である．このとき，(12.2)をルベーグ積分の

定義に沿って記述すると，∫
(0,∞)

f(x)dm =

∫
(0,∞)

f+(x)dm−
∫
(0,∞)

f−(x)dm

となり，右辺第 1項を計算すると∫
(0,∞)

f+dm =

∞∑
k=0

∫
Ak

fdm ≥
∞∑
k=0

∫
Ak

sinx

(2k + 1)π
dm = ∞

を得る．ただし，Ak = (2kπ, (2k + 1)π), k = 0, 1, . . . である．f− に関する
積分も同様なので f は積分確定な関数ではない．よって，リーマン積分の意
味で広義積分可能であってもルベーグ積分は定義できないのである．この事
実は，(12.2)をリーマン積分で計算することは級数

∞∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

f(x)dxを計

算していることに他ならないが，この級数が条件収束級数であることに起因
しているのである．以下の定理はすぐに理解できるであろう．

定理 12.4 f ≥ 0とする．f がR上で (リーマン積分の意味で)広義積分可能
ならば，ルベーグ積分の意味で可積分であり，その積分値は一致する．
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ここで 2次元の広義積分を考える．積分領域をDとすれば，Dに収束する
有界領域の増大列 {Dn}に対して，そのDn 上の積分の極限として広義積分
が定義される．このとき，極限は有界領域の増大列の取り方に依らないとい
う条件が付くことに注意したい．例えば，∫ ∫

R2

sinx

x

sin y

y
dxdy

を考える．(12.2)の計算より有限値に収束しそうであるが，この積分は絶対
収束しないので，{Dn}の取り方次第では無限大に発散してしまう．従って，
広義積分可能ではない．1次元の広義積分は領域を単純に拡げた場合の極限
として定義されるが，2次元以上では領域の拡げ方を任意に取り，その極限
として広義積分が定義される．つまり，1次元の広義積分だけが特殊な積分
なのである．

問題 12.5 1. f(x) = 1√
x
は区間 [0, 1]上で広義積分可能であることを示せ．

2. [0, 1]上の関数の列
fn(x) =

n sinx

1 + n2
√
x

に対し， lim
n→∞

∫
[0,1]

fndmを求めよ．

52



第13週 直積測度空間とフビニの定理
本章では，二重積分 (逐次積分と呼ぶべきか)が以下のように順序交換可能

となるための条件について述べた定理であるフビニの定理を紹介する:∫
E1

∫
E2

f(x1, x2)dµ2dµ1 =

∫
E2

∫
E1

f(x1, x2)dµ1dµ2.

ここで，µ1, µ2は測度である．フビニの定理を述べるためには，まず 2つの
測度空間の直積について議論する必要がある．

13.1 直積測度空間
(Xi,Ai, µi), i = 1, 2を σ-有限測度空間とする．これら 2つの測度空間の

自然な拡張となるように，直積集合 X1 ×X2 上に測度空間 (X1 ×X2,A1 ×
A2, µ1 × µ2)を定義したい．まず，A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 に対して，直積集合
A1 ×A2 を長方形と呼ぶ．このとき，測度 µ1 × µ2 が

µ1 × µ2(A1 ×A2) = µ1(A1)µ2(A2) (13.1)

を満たしていることは，自然な要請であろう．従って，X1 ×X2上の σ-加法
族 A1 ×A2 は全ての長方形を含む必要があるが，長方形の全体

R := {A1 ×A2|A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}

は σ-加法族とは限らないので，A1×A2はRを含む最小の σ-加法族 σ(R)と
定義する．そして，µ1×µ2を直積可測空間 (X1×X2,A1×A2)上の測度で，条
件 (13.1)を満たすものとして構成する．このとき，(X1×X2,A1×A2, µ1×µ2)

を直積測度空間と言う．以後，X := X1 ×X2, A := A1 ×A2, µ := µ1 × µ2

と記述する．ここでは，直積測度空間 µの構成方法について解説する．
部分集合 B ⊂ X を取る．このとき，任意の x2 ∈ X2 に対して，

Bx2
:= {x1 ∈ X1|(x1, x2) ∈ B} ⊂ X1

と定義する．同様に，任意の x1 ∈ X1 に対して，

Bx1
:= {x2 ∈ X2|(x1, x2) ∈ B} ⊂ X2

と定義する．これらを B の切断と言う．以下の命題が成立する．

命題 13.1 B ∈ Aとすると，任意の x2 ∈ X2 に対して Bx2
∈ A1，任意の

x1 ∈ X1 に対して Bx1
∈ A2 である．
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証明. 概略だけ述べる．G := {B ∈ A|∀x2 ∈ X2 に対して Bx2
∈ A1}と

する．このとき，A ⊃ Gであるから，Gがすべての長方形を含む σ-加法族で
あることを示せば良い．まず，長方形 A = A1 × A2 が G に属すことはすぐ
に分かる．また，B ∈ G ならば，(X\B)x2 ∈ A1 であり，X\B ∈ G である．
さらに，B1, B2, · · · ∈ G ならば

( ∞⋃
n=1

Bn

)
x2

=

∞⋃
n=1

(Bn)x2
より，

∞⋃
n=1

Bn ∈ G

となる． □

ここで，長方形 A = A1 × A2 に対して，µ1(Ax2) = µ1(A1)1{x2∈A2} であ
るから，x2 7→ µ1(Ax2

)は可測で，

µ(A) = µ1(A1)µ2(A2) =

∫
X2

µ1(Ax2
)dµ2(x2)

が成立する31)．そこで，測度 µを

µ(B) =

∫
X2

µ1(Bx2
)dµ2(x2), B ∈ A (13.2)

により定義したい．この積分に意味を持たせるためには，以下の定理を紹介
する．

定理 13.2 µi, i = 1, 2 は有限であるとする．B ∈ A ならば，写像 x2 7→
µ1(Bx2

)及び x1 7→ µ2(Bx1
)はそれぞれ A2 及び A1 に関して可測で，∫

X2

µ1(Bx2
)dµ2(x2) =

∫
X1

µ2(Bx1
)dµ1(x1)

が成立する．

この定理を示すには単調族定理が必要となる．単調族定理はこれ自体重要
な定理であるが，証明は省略する．定理を述べる前に，単調族の定義を与え
ておく．集合族 G が単調族であるとは，

B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ∈ G =⇒
∞⋃

n=1

Bn ∈ G かつ B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ∈ G =⇒
∞⋂

n=1

Bn ∈ G

を満たすときに言う．また，集合族 F を含む最小の単調族をM(F)と記す．

定理 13.3 (単調族定理) 有限加法族 F に対して，M(F) = σ(F)．

定理 13.2の証明. 概略を述べるに留める．まず，

G :=

{
B ∈ A

∣∣∣∣ x2 7→ µ1(Bx2
), x1 7→ µ2(Bx1

)は可測，かつ，∫
X2

µ1(Bx2
)dµ2(x2) =

∫
X1

µ2(Bx1
)dµ1(x1)

}
⊂ A

31)これまで µ2 と記述していたものをここでは dµ2(x2) とした．
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とする．最初に，G が長方形の全体Rを含むことを示す．次に，互いに素な
長方形の有限個の和集合の全体を Cとし，C ⊂ Gを示す．なお，Cは有限加法
族である．さらに G が単調族であることを示す．これより，M(C) ⊂ G が得
られる．．ここで，A = σ(R) = σ(C)であるから，単調族定理よりA =M(C)
となる．よって，A ⊂ G となり定理 13.2は成立する． □

ここで，2次元ルベーグ測度空間を考えよう．これはR2上の測度空間であ
る．まず，1次元における区間に相当するものとして長方形を考える．x軸方向
は aから bまで、y軸方向は cから dまでを範囲とする長方形を，[a, b]× [c, d]

と書く．つまり，長方形は 2つの区間の直積で表現される．

注意 13.4 1. 長方形を考える際，区間として開区間や半開区間を使って
も良い．

2. 3次元以上の空間に対しても，区間の直積を用いて長方形 (3次元の場
合なら直方体と言うべきか)を定義することができる．

ここで，1 次元のボレル集合族 B は，すべての区間を含む最小の σ-加法族
であったことを思い出そう．これを 2次元に拡張し，すべての長方形を含む
最小の σ-加法族を 2 次元ボレル集合族と呼び，B2 と書くことにする．尚，
B2 = B × Bが成立する．この事実を証明することはそれほど簡単ではない．
詳しくは [5]の 3章を見よ．次に，可測空間 (R2,B2)上の測度m2

B が 2次元
ボレル測度であるとは，任意の 2つの (1次元の)区間 I1, I2 ⊂ Rに対して，

m2
B(I1 × I2) = mB(I1)mB(I2)

をみたすときに言う．ただし，mB は 1次元ボレル測度である．尚，上記の
条件をみたす測度が一意に存在していることは保証されている．また，2次
元ボレル測度空間 (R2,B2,m2

B)は 1次元ボレル測度空間の直積である．さら
に，2次元ボレル測度空間 (R2,B2,m2

B)を完備化したものを (R2,M2,m2)

と書き，2次元ルベーグ測度空間と呼ぶ．

13.2 フビニの定理
本節では，一般の σ-有限測度空間 (X1,A1, µ1), (X2,A2, µ2)におけるフビ

ニの定理を紹介する．実は，多くの場合において重積分の順序交換は可能で
ある．つまり，重積分の順序交換を行う際には，極限と積分の交換 (ルベーグ
の収束定理)ほどには神経質になる必要はない．手始めに以下の定理を紹介
する．
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定理 13.5 f : X → Rを非負A-可測関数とする．このとき，以下が成立する:∫
X

f(x1, x2)d(µ) =

∫
X1

(∫
X2

f(x1, x2)dµ2

)
dµ1

=

∫
X2

(∫
X1

f(x1, x2)dµ1

)
dµ2. (13.3)

定理の証明について簡単に触れる．各 x1 ∈ X1に対して，写像X2 3 x2 7−→
f(x1, x2) は A2-可測関数となる．これを f の切断と呼ぶ．同様にして，各
x2 ∈ X2 に対する切断 X1 3 x1 7−→ f(x1, x2)も A1-可測関数になる．さら
に，以下の定理と単調族定理より定理 14.2は示される:

定理 13.6 非負 A-可測関数 f の切断は可測であり，

x1 7−→
∫
X2

f(x1, x2)dµ2, x2 7−→
∫
X1

f(x1, x2)dµ1

も可測関数である．

そして，f が可積分の場合でも (13.3)が成立することが示される:

系 13.7 (フビニの定理) f ∈ L1(X)であるとき，(13.3)が成立する.

問題 13.8 [0, 1]× [0, 1]上の関数

f(x, y) =


x−2 if 0 < y < x < 1,

−y−2 if 0 < x < y < 1,

0 otherwise,

に対して，
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdyと
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydxを計算せよ．

問題 13.9 [0, 1]× [0, 1]上の関数

f(x, y) =

{
n if x > y かつ x ∈

(
1√
n+1

, 1√
n

]
,

0 otherwise,

に対して，
∫
[0,1]×[0,1]

fdm2 = ∞となることを証明せよ．
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第14週 ラドン・ニコディムの定理と条件付き期待値
この章ではとりわけ確率論において重要な役割を果たすラドン・ニコディム

の定理を紹介する．特に，条件付き期待値と測度変換を考える際に必要とな
る．そこで，ここでは測度空間を確率空間に限定して議論を行う．(Ω,F ,P)
を確率空間とする．つまり，P(Ω) = 1をみたす測度空間とする．さらに，X
を非負確率変数32)で E[X] = 1をみたす33)とき，任意の A ∈ F に対して，

QX(A) := E[X1A]

(
=

∫
A

XdP
)

により定義される集合関数 QX : F → Rは，可測空間 (Ω,F)上の確率測度
となる．ここで，任意の A ∈ F に対して P(A) = 0ならば QX(A) = 0とな
ることに注意したい．このとき，QX は Pに対して絶対連続であると言い，
QX � Pと書く．

注意 14.1 可測空間 (Ω,F)上の 2つの測度 P1 と P2 が互いに絶対連続であ
るとき，つまり，任意の A ∈ F に対して P1(A) = 0 ⇐⇒ P2(A) = 0である
とき，P1 と P2 は同値であると言い，P1 ∼ P2 と書く．

以上より，期待値が 1になる非負確率変数が与えられれば，絶対連続な確
率測度を構成できることが分かった．一方，「絶対連続な確率測度Qが与えら
れたとき，Q(A) = E[X1A], ∀A ∈ F をみたす非負確率変数X が存在するの
か?」という問題が生じる．その答えは YESであり，その存在を保証してい
るのがラドン・ニコディムの定理である．

定理 14.2 (ラドン・ニコディムの定理) Qを Pに対して絶対連続な (Ω,F)

上の確率測度とする．このとき，任意の A ∈ F に対してQ(A) = E[X1A]と
なる非負確率変数X が存在する．さらに，Y もこのような非負確率変数であ
るならば，X = Y P-a.e.をみたす34)．この意味でX は一意である．

注意 14.3 1. 上記の定理は一般の σ-有限測度空間でも成立する．

2. 上記の定理におけるXをラドン・ニコディム導関数と呼び，dQ
dP
と書く．

3. P ∼ Qであるとき，dQ
dP

> 0 a.e.である．

32)この節と次の節では，確率論の議論にも慣れてもらうため，あえて確率論の用語を用いる．
そのため，可測関数ではなく確率変数と呼び，ルベーグ積分も期待値を用いて表す．
33)E[X] は X の期待値であり，その定義は E[X] :=

∫
Ω
XdP である．

34)わざわざ「P-a.e.」と書いたのは，ここでは P と Q の 2 つの測度が登場するからである．
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14.1 条件付き期待値
G を Ω上の σ-加法族で G ⊂ F をみたすものとする．これは金融資産価格

モデルのように時間発展する確率モデルにおいて，G をある時刻 tまでに得
られた情報と見なし，F は将来時刻 T (> t)までに得られた情報とみなすこ
とができる．今、F-可測の可積分確率変数 X を考える．典型例として時刻
T における資産価格があげられる．時刻 tにおける X の期待値を考えたい．
これは Gの情報を得て決まる期待値なので，条件付き期待値と呼び，E[X|G]
と記述する．期待値とは言うが，これは G-可測確率変数であることに注意さ
れたい．
ここで E[X|G]の正確な定義を述べよう．任意の G ∈ G に対して

E[Y 1G] = E[X1G],

つまり
∫
G

Y dP =

∫
G

XdP をみたす確率変数 Y を，X の G に関する条件付
き期待値と呼び，E[X|G]と書く．これが定義として機能するためには，この
ような Y が一意に存在することが保証されていなければならない．今，集合
関数 ν : F → Rを

ν(F ) := E[X1F ], F ∈ F ,

と定義する．Xは非負とは限らないので，これは測度にはならないが，ν(∅) = 0

であり，かつ σ-加法性をみたす．このような集合関数を符号付測度と言う．
ラドン・ニコディムの定理 (定理 14.2)は符号付測度に対しても成立すること
に注意しよう．この νの定義域を Gに制限すると，これは可測空間 (Ω,G)上
の符号付測度になる．そこで定理 14.2より，任意の G ∈ G に対して

ν(G) = E[Y 1G]

をみたす G-可測確率変数 Y が一意に存在する．

問題 14.4 (Ω,F , P )を確率空間とし，X を F-可測な可積分確率変数，G を
Ω上の σ-集合族で G ⊂ F を満たすものとする．このとき，以下を証明せよ．

1. 任意の実数 a ∈ Rに対して，E[aX|G] = aE[X|G]が成立する．

2. X ≥ 0ならば E[X|G] ≥ 0が成立する．

3. X が G-可測ならば E[X|G] = X が成立する．
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補遺 A 補足事項
集合の上極限と下極限: 集合列 A1, A2, A3, . . . に対して，

lim sup
n→∞

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak, lim inf
n→∞

An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak

と定義し，それぞれ上極限集合, 下極限集合という．x ∈ lim sup
n→∞

An ならば，
無限に多くの nに対して x ∈ Anであり，x ∈ lim inf

n→∞
Anならば，ある自然数

n0 が存在し，任意の n ≥ n0 に対して x ∈ An となる，つまり，有限個の n

を除いて x ∈ Anとなる．さらに，lim sup
n→∞

An = lim inf
n→∞

Anであるとき，これ
を極限集合といい，それを lim

n→∞
An と表す．集合列が A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . .

であるときは， lim
n→∞

An =

∞⋂
n=1

Anであり，集合列が A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . で

あるときは， lim
n→∞

An =

∞⋃
n=1

An である．

写像: 集合Aの元に対して集合Bの元を一つずつ対応させる規則 f を集
合 Aから集合 B への写像または関数といい，f : A → B と書く．Aを f の
定義域といい，f(A) = {f(x)|x ∈ A}を値域という．写像 f : A→ BとBの
部分集合 B′ を考える．このとき，

f−1(B′) = {x ∈ A|f(x) ∈ B′}

を f による B′ の逆像という．以下の命題を証明なしで紹介する．

命題 A.1 A1, A2 と B1, B2 をそれぞれ Aと B の部分集合とせよ．

1. f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2).

2. f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2).

3. f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

4. f(f−1(B1)) ⊂ B1.

任意の y ∈ f(A)に対して，x ∈ Aが一意的に定まり y = f(x)であるとき，
つまり f(x1) = f(x2)ならば x1 = x2 であるとき，f を単射という．また，
B = f(A)であるとき，f を全射または上への写像という．f が単射かつ全
射であるとき全単射という．f が単射であるとき，写像 f−1 : f(A) → Aで，
(1) x ∈ Aに対して f−1(f(x)) = x，(2) y ∈ f(A)に対して f(f−1(y)) = y，
を満たすものが存在する．この f−1を f の逆写像という．逆像と逆写像の違
いに注意せよ．
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有限集合と無限集合: 自然数の全体をN，有理数の全体をQ，実数の全
体をR，複素数の全体をCと記述する．
二つの集合 A,B の間に全単射写像が存在するとき，Aと B は対等である

といい，A ∼ B と書く．このとき Aと B は同じ濃度を持つという．Aの濃
度を |A|と書く．よって，A ∼ B であることと |A| = |B|は同値である．大
ざっぱにいえば，濃度とは集合に含まれる元の個数である．例えば，空集合
の濃度は 0である．つまり |∅| = 0である．集合 Aが有限個の元しか含まな
いとき，つまり有限集合であるとき，ある自然数 n ∈ Nが存在して |A| = n

である．このとき，明らかに A ∼ {1, 2, . . . , n}である．
有限集合でない集合を無限集合という．集合 Aが A ∼ Nであるとき，A

を可算という．集合が有限または可算であるとき，高々可算という．なお，Z

やN2 は可算集合であるが，Rは可算でない無限集合である．

開集合と閉集合: Rの部分集合Aを考える．点 x ∈ RがAの内点である
とは，xを含み Aに含まれる開区間 Sx が存在するときに言う．つまり，

x ∈ Rが Aの内点⇐⇒ x ∈ Sx ⊂ Aなる開区間 Sx が存在する,

である．実は，xが Aの内点であるとき，Sx として xを中心とする開区間
を取れる．つまり，十分小さな正数 ε > 0が存在し，x ∈ (x− ε, x+ ε) ⊂ A

となる．開区間 (x− ε, x+ ε)を xの ε-近傍と呼び，N(x, ε)と書く．A ⊂ R

が空集合であるか，任意の x ∈ Aが Aの内点であるとき，AをR上の開集
合という．R自身，∅, 任意の開区間，(x,∞)や (−∞, x)などの無限開区間
は開集合である．一方，開集合でない例として，閉区間，半開区間，一点集
合 {x}, [x,∞)や (−∞, x]などの無限閉区間，{1, 1/2, 1/3, . . . }などが挙げら
れる．開集合の基本性質として以下の命題を紹介する．

命題 A.2 1. 任意個 (非可算の場合も含む)の開集合の和集合は再び開集
合である．

2. 有限個の開集合の共通部分は再び開集合である．

開集合の補集合を閉集合という．従って，∅とRは，R上の開集合でもあり，
閉集合でもある．また，任意の閉区間，無限閉区間，一点集合もR上の閉集
合である．半開区間は開でも閉でもない．さらに，命題 A.2とド・モルガン
の法則から以下が成り立つ:

1. 任意個の閉集合の共通部分は再び閉集合である．

2. 有限個の閉集合の和集合は再び閉集合である．
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上限と下限: Rの部分集合 Aが上に有界であるとは，ある y ∈ Rが存在
し，任意の x ∈ Aに対して x ≤ yが成り立つときに言う．なお，このような
条件を満たす y を Aの上界と言う．同様に，ある y ∈ Rが存在し，任意の
x ∈ Aに対して，x ≥ yが成り立つとき，Aは下に有界であると言い，このよ
うな yを Aの下界と言う．また，上にも下にも有界であるとき，単に有界と
いう．
y ∈ Rが集合 A ⊂ Rの最大値であるとは，y ∈ Aであり，y は Aの上界

であるときに言う．なお，最大値はAに属する実数で最大となるものであり，
maxAと記述する．同様に，y ∈ Rが y ∈ AかつAの下界であるとき，集合
A ⊂ Rの最小値であると言い，minAと記述する．例えば，A = [0, 1]とす
ると maxA = 1，minA = 0であるが，A = (0, 1)とすると最大値も最小値
も存在しない．そこで，最大値及び最小値の概念を少し拡張する．y ∈ Rが
以下の 2条件を満たすとき，集合 A ⊂ Rの上限であると言う:

1. 任意の x ∈ Aに対して，y ≥ x,

2. z < yならば，z < xとなる x ∈ Aが存在する.

この上限を supAと表す．同様に，y ∈ Rが以下の 2条件を満たすとき，集
合 A ⊂ Rの下限であると言い，inf Aと記述する:

1. 任意の x ∈ Aに対して，y ≤ x,

2. z > yならば，z > xとなる x ∈ Aが存在する.

例えば，A = (0, 1) とすると，supA = 1，inf A = 0 となる．また，A =

{1, 1/2, 1/3, . . . }としても supA = 1，inf A = 0が成立する．このように
上に有界な集合は必ず上限を持つ

ことが予想される．これは実数の連続性と呼ばれる公理である．すなわち，実
数の定義の一部であるため，証明すべき命題ではない．なお，実数の連続性
と同値な条件がいくつか知られている．

実数列の収束:

定義 A.3 実数列 {xn}n∈Nがある実数 yに収束するとは，任意の ε > 0に対
して，ある番号 N ∈ Nが存在し，n ≥ N ならば |xn − y| < εが成り立つと
きに言う．このとき，xn → y(n→ ∞)などと書き，yを {xn}の極限という．

注意 A.4 (ε-δ論法, ε-N 論法) 上記の定義文のように「～が存在し」や「任
意の～に対して」を含む命題が度々現れるが，日本語として不自然であるこ
とが多く，分かりにくい．例えば，定義 A.3を

任意の ε > 0に対して，「n ≥ N ならば |xn − y| < ε」
となるN ∈ Nが存在する
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と書き換えると，自然な日本語になり，「N が存在する」ことが定義の主張で
あることが分かる．では，なぜわざわざ不自然な文章で記述するのか? それ
は，自然な語順に並び換えると，N が自然数であることを述べる前にN が登
場してしまうため，数学的に正しくない文章になってしまうからである．従っ
て，「自然数 N が存在し」と書いてから，N がどんな自然数であるかを説明
するのである．一方，定義 A.3を英語で記述してみると

For any ε > 0, there exists an N ∈ N such that, for any n ≥ N , |xn − y| < ε

(A.1)

となる．これは定義A.3と同じ語順である．日本語の場合，「such that」以下
の部分を先に訳すので，不自然な語順になってしまう．このような命題が現
れたときは，英語に訳してみると分かりやすい場合が多い．また，(A.1)を論
理式で書くと，

∀ε > 0, ∃N ∈ N; ∀n ≥ N, |xn − y| < ε

となるが，これは英文そのままであることが分かる．このような記法を用い
ると否定命題を作りやすいというメリットがある．

ここで実数列の収束について，2つの定理を紹介する．

定理 A.5 有界単調実数列は収束する．

定理 A.6 (ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理) 有界な実数列は収束
部分列を含む．

コーシー列: 実数列 {xn}n∈Nがコーシー列であるとは，任意の ε > 0に
対して，あるN ∈ Nが存在し，n,m ≥ N ならば |xn − xm| < εであるとき
にいう．以下の命題が成立する．

命題 A.7 実数列に関して，以下が成立する:

1. 収束列はコーシー列である.

2. コーシー列は有界列である．

3. コーシー列の部分列が yに収束すれば，コーシー列自身も yに収束する．

4. コーシー列は収束列である．

実数列の上極限と下極限: 実数列 {xn}n∈N に対して，

lim sup
n→∞

xn := lim
n→∞

sup
k≥n

xk, lim inf
n→∞

xn; = lim
n→∞

inf
k≥n

xk
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と定義し，それぞれ{xn}の上極限,下極限という．ここで，xn = (−1)n(1 +
1

n
)

となる点列 {xn}を考える．この点列は極限を持たないが，偶数番目だけを取
る部分列は 1に，奇数番目だけを取る部分列は−1に収束する．このように，
部分列の取り方によって極限の値が変わるとき，上極限はそれらの最大値で
あり，下極限は最小値となる．従って，上記の点列の上極限は 1，下極限は
−1となる．なお，極限と異なり上極限と下極限は必ず存在するため，極限の
存在が不明である場合に，極限の代わりに用いられることがある．また，上
極限と下極限が一致するとき，つまり，lim sup

n→∞
xn = lim inf

n→∞
xn であるとき，

実数列 {xn}は極限を持ち，極限の値は上極限 (または下極限)に等しい．
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補遺 B 過去の試験問題
B.1 2021年度
講義中に紹介した命題や定理は証明せずに用いても良い．

途中計算も略さず記述すること．
1. (15× 2 = 30点) X を 2つ以上の要素を含む集合とし，任意のA ⊂ X

に対して，
µ∗(A) =

{
1 if A 6= ∅,
0 if A = ∅,

として µ∗ を定義するとき，µ∗ はX 上のカラテオドリ外測度であるこ
とを示せ．また，この µ∗から導かれるカラテオドリ可測集合を全て求
めよ．

2. (15点) (X,A, µ)を測度空間，A ∈ Aとする．このとき，1A は可測
関数であることを証明せよ．

3. (15点) f(x) = xとする．
∫
[0,1)

fdmの値をルベーグ積分の定義に沿っ
て計算せよ．但し，mはルベーグ測度である．

4. (15点) gをルベーグ測度空間 (R,M,m)上の可積分関数とする．こ
のとき，g ≥ fn, n = 1, 2, . . . を満たす可測関数列 {fn}に対して∫

R

lim sup
n→∞

fndm ≥ lim sup
n→∞

∫
R

fndm

が成立することを証明せよ．

5. (15点) 以下の (a), (b)から一題を選択し解答せよ．

(a) (Ω,F ,P)を確率空間，G を Ω上の σ-加法族で G ⊂ F を満たすも
のとする．可積分確率変数X がX ≥ 0を満たすとき E[X|G] ≥ 0

が成立することを示せ．

(b) 0 ≤ r < 1に対して，
∫ π

0

∞∑
n=1

rn(cos(nx) + 1)dxの値を求めよ．

B.2 2023年度
講義中に紹介した命題や定理は証明せずに用いても良い．

途中計算も略さず記述すること．
以下，(R,M,m)を 1次元ルベーグ測度空間とする．

1. (10点) m∗ を R上のルベーグ外測度とする．このとき，m∗([1,∞))

の値を求めよ．ただし，講義ノート定理 3.3の 3は，有界区間 I に対し
てのみ示されている．
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2. (10点) 集合X = {a, b, c}上の σ-加法族を 3つ挙げよ．

3. (15点) Rの部分集合族 Gが以下の条件をみたすとき，クラスGであ
るという: 「A1, A2, · · · ∈ G が非減少 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · また
は非増加 A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · · であるとき， lim

n→∞
An ∈ G. 」

このとき，R上の任意の σ-加法族はクラス Gであることを証明せよ．

4. (15点) Xを確率空間 (Ω,F ,P)上のR-値可測関数 (確率変数)とする．
任意の A ∈ Bに対して，µ(A) := P(X−1(A))と定義するとき，µは可
測空間 (R,B)上の確率測度であることを証明せよ．ただし，Bはボレ
ル集合族である．

5. (10点) f と g を 1次元ルベーグ測度空間の可積分関数とする．この
とき，f ∨ gも可積分であることを示せ．

6. (15点) A1, A2, · · · ∈ Mに対して，∫
R

1lim infn→∞ Andm ≤ lim inf
n→∞

m(An)

であることを証明せよ．なお，lim inf
n→∞

An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak である.

7. (15点) lim
n→∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−3xdxの値を求めよ．

ヒント:任意のn ∈ Nとx > 0に対して，
(
1 +

x

n

)n
≤
(
1 +

x

n+ 1

)n+1

．
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